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Sazˇetak
U ovome diplomskom radu je analiticˇki i pomoc´u racˇunalnih simulacija proucˇena
difuzija cˇestica u membrani. Cˇestice su razmjesˇtene u dvije paralelno postavljene mem-
brane i mogu difundirati po svakoj membrani te stvarati premosˇc´ujuc´e veze koje imo-
biliziraju cˇestice u vezi. Izvedeni su izrazi koji opisuju gustoc´u premosˇc´ujuc´ih veza i
efektivni difuzijski koeficijent cˇestica. Kroz Monte Carlo simulacije je proucˇena ovisnost
tih dviju velicˇina o intrinzicˇnom slobodnom difuzijskom koeficijentu cˇestica na jednoj
odnosno drugoj membrani, o energiji vezanja pri stvaranju cˇesticˇnog intermembranskog
kompleksa i o koncentraciji cˇestica na jednoj odnosno drugoj membrani. Najzanimlji-
viji rezultat simulacija je porast efektivnog difuzijskog koeficijenta cˇestica na membrani
s porastom koncentracije cˇestica na istoj membrani. Slicˇan fenomen je opazˇen u simu-
lacijama i analiticˇki proucˇen u analognom sustavu s nepomicˇnim cˇesticama na jednoj
od membrana [1]. Ispitani teorijski modeli za efektivni difuzijski koeficijent pokazuju
zadovoljavajuc´e slaganje u podrucˇjima niskih koncentracija cˇestica. Analiza slaganja si-
mulacija s teorijskim modelima na visokim koncentracijama cˇestica upuc´uje na buduc´e
pristupe pri teorijskom razmatranju efektivne difuzije u biolosˇkim sustavima.
Kljucˇne rijecˇi: difuzija, anomalna difuzija, difuzija u membrani, ligand, receptor
Analysis of ligand particle membrane diffusibility in
presence of diffusible receptors
Abstract
In this master thesis we study diffusion of particles in a membrane by means of numeri-
cal simulations and theoretical analysis. The particles are randomly distributed in two
membranes set parallel to each other and are able to diffuse within membrane as well
as make bridging complexes spanning the two membranes which make the particles in a
complex immobile. We proposed expressions for the density of bridging complexes and
for the effective diffusion coefficient of the particles. Using Monte Carlo simulations we
investigated the dependence of the aforementioned physical quantities on the physical
parameters of the system. These are intrinsic mobility of particles on both membra-
nes, binding energy of the formation of the bridging complex and the concentration
of particles on both membranes. As a notable result we report the increase in effec-
tive diffusion coefficient with the increase of the concentration of diffusing particles on
the same membrane. A similar phenomenon has already been detected in simulations
and studied analytically in an analogous system with imobilized particles on one of the
membranes [1]. The analytical expressions for the diffusion coefficient we proposed here
are in agreement with simulation data for low particle concentrations. Disagreement
of the simulation data and analytical models at high particle concentrations hints on
possible future approaches to modelling membrane diffusion in biological systems.
Keywords: diffusion, anomalous diffusion, diffusion in membranes, ligand, receptor
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1 Uvod
U ovom diplomskom radu zˇelja nam je fizicˇkim modelom i simulacijama proucˇiti gibanje
proteina u stanicˇnoj membrani. Takvo gibanje je u svojoj prirodi nasumicˇno i primjer
je slozˇene difuzije po biolosˇkoj dvodimenzijskoj povrsˇini.
Cilj ovog uvoda u problematiku ovoga diplomskog rada je sumirati vazˇne rezultate
prethodec´eg znanstvenog rada na ovome podrucˇju i objasniti neke cˇesˇc´e biolosˇke poj-
move i fenomene koji se susrec´u u biolosˇkoj difuziji. Tri potpoglavlja — Normalna
difuzija, Anomalna difuzija i Difuzija u stanicˇnoj membrani razgranicˇavaju taj znans-
tveni rad u tri zasebnije cjeline. U zadnjem potpoglavlju se jasno definira sustav koji
analiziramo i problem kojim se bavimo u ovome diplomskom radu.
1.1 Normalna difuzija
Difuzija je proces nasumicˇnoga gibanja neke cˇestice u mediju i jedan je od najocˇitijih
fizicˇkih primjera nasumicˇnih procesa. Difuzija kao proces se pocˇela sustavno pro-
ucˇavati s pokusima Roberta Browna 1827. godine, pa se stoga i difuzijsko gibanje
cˇesto naziva Brownovim gibanjem [2]. Godine 1855. A. Fick izvodi Fickove zakone
difuzije [3]. Fick izvodi svoj prvi zakon promatrajuc´i gibanje cˇestica u nekoj tocˇki
(x, t) u jednoj dimenziji (dalje: 1D). Pretpostavljajuc´i u 1D da se pola cˇestica giba
lijevo, a pola desno, racˇuna da ukupni tok cˇestica J kroz kroz neku tocˇku (x, t) udesno
iznosi −12(N(x + dx, t) − N(x, t)). Djelec´i tok s povrsˇinom kroz koju se tok dogada i
vremenom dt, dobivamo izraz
J = −N(x+ dx, t)−N(x, t)2a dt . (1.1)
Prosˇirimo li izraz sa dx2, i pustimo limes takav da
dx2
a dt → D (1.2)
i
N(x, t)
dx → c(x, t) (1.3)
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dobivamo upravo prvi Fickov zakon:
J = −D∂c(x, t)
∂x
, (1.4)
gdje D oznacˇava difuzijski koeficijent. Drugi Fickov zakon je posljedica ocˇuvanja mase
i dobije se primjenom Gaussova teorema:
∂c(x, t)
∂t
= ∂
∂x
D
∂c(x, t)
∂x
. (1.5)
1905. g. slijede novi teorijski rezultati o Brownovom gibanju. Sutherland, Einstein
i Smoluchowski su proucˇavajuc´i Brownovo gibanje objavili svaki zasebno svoje inacˇice
fluktuacijsko-disapacijskog teorema, koji povezuje koeficijent fluktuacije tj. difuzijski
koeficijent D, s koeficijentom disipacije, tj. koeficijentom trenja η Stokesove viskozne
sile na kuglicu polumjera r:
D = kBT6ηpir =
kBT
ζ
, (1.6)
gdje je T temperatura, a kB Boltzmanova konstanta [4–6].
Einstein 1905. g. promatra difuziju statisticˇki i pod okriljem atomske teorije prvi
izvodi Fickov drugi zakon mikroskopski analizirajuc´i Brownovo gibanje pocˇevsˇi od 3
pretpostavke koje se ticˇu statistike nasumicˇnih koraka cˇestice u gibanju:
• Nasumicˇni koraci cˇestica u mediju nisu prostorno korelirani jer cˇestice medusobno
ne medudjeluju.
• Koraci jedne cˇestice u vremenu nisu medusobno korelirani u vremenu na vremen-
skim skalama koje nas zanimaju.
• Raspodjela nasumicˇnih koraka je uska i simetricˇna.
Odatle Einstein zakljucˇuje da su u trenutku t+τ cˇestice koje se nalaze na mjestu x,
dane koncentracijom c(x, t+τ), suma svih cˇestica na nekim drugim mjestima, udaljenim
za ∆, koje su s gustoc´om vjerojatnosti Φ(∆) skocˇile na mjesto x ukljucˇno s cˇesticama
s mjesta x koje su ostale na mjestu s gustoc´om vjerojatnosti Φ(0), odnosno:
c(x, t+ τ) =
+∞∫
−∞
c(x−∆, t)Φ(∆)d∆. (1.7)
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Kako su ∆ i τ mali, mozˇemo raspisati c(x, t+τ) i c(x−∆, t) pomoc´u Taylorova razvoja:
c(x, t+ τ) =c(x, t) + τ ∂c
∂τ
+O(τ 2) (1.8)
c(x−∆, t) =c(x, t)−∆ ∂c
∂x
+ ∆
2
2
∂2c
∂x2
+O(∆3). (1.9)
Uvrsˇtavajuc´i Taylorove razvoje u prethodni izraz i sredujuc´i cˇlanove dobivamo:
c(x, t) + τ ∂c
∂t
= c(x, t)
+∞∫
−∞
Φ(∆)d∆− ∂c
∂x
+∞∫
−∞
∆Φ(∆)d∆ + ∂
2c
∂x2
+∞∫
−∞
∆2
2 Φ(∆)d∆. (1.10)
Prvi cˇlan s desne strane se izvrjednjava u 1 zbog normalizacije, a drugi u nula zbog
simetricˇnosti funkcije Φ(∆) po pretpostavci. Uz definiciju difuzijskoga koeficijenta
D =
+∞∫
−∞
∆2
2τ Φ(∆)d∆, (1.11)
dobije se drugi Fickov zakon polazec´i od mikroskopskih detalja difuzije:
∂c
∂t
= D∂
2c
∂x2
. (1.12)
Uz pocˇetne uvjete: c(x, t = 0) = c0δ(x) i
∫
c(x, t)dx = N za rjesˇenje prethodne
jednadzˇbe u 1D dobivamo
c(x, t) = N√
4piDt
e−x
2
4Dt , (1.13)
pri cˇemu je N ukupan broj cˇestica.
Einstein je na tom rezultatu izracˇunao srednju kvadratnu udaljenost od ishodiˇsta
gibanja (eng. mean square displacement, MSD) i poprilicˇno jednostavno dobio (za slucˇaj
trodimenzijskog Brownovog gibanja):
〈
x2(t)
〉
= 6Dt. (1.14)
Dobiveni rezultat temeljno je svojstvo normalne difuzije u trima dimenzijama koje
je i potvrdeno experimentima J. Perrina 1908. g. [7,8] i govori o uspjesˇnosti Einsteinova
pristupa.
J. Perrin je izveo eksperiment u kojem je promatrao disperziju finih cˇestica u vode-
nom stupcu. Nakon pazˇljivo odredenog mjerenja promjene polozˇaja pojedinih cˇestica i
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promjene koncentracije cˇestica s visinom, Perrin je uspio na dva neovisna nacˇina doc´i
do Boltzmanove konstante kB tj. Avogadrova broja NA. Naime, cˇestice koje su viˇse u
stupcu s vodom c´e biti na viˇsoj energiji te c´e ta distribucija slijediti Boltzmanov zakon
razdiobe i omoguc´iti direktno racˇunanje kB. S druge strane gibanje pojedinih cˇestica i
njihov MSD nam daje vrijednost difuzijske konstante (jednadzˇba (1.14)) odakle prema
fluktuacijsko-disapacijskom teoremu (1.6) mozˇemo dobiti kB na jedan sasvim drugacˇiji
nacˇin, poznavajuc´i prethodno viskoznost tekuc´ine i promjer cˇestica koje smo pratili.
Taj rezultat se opc´enito smatra jednim od prvih eksperimentalnih potvrda cˇesticˇne
teorije materije.
Daljnja razmiˇsljanja o nasumicˇnim procesima na pocˇetku 20. stoljec´a potaknula
su P. Langevina na drugacˇiji pristup gibanju Brownove cˇestice [9]. On pocˇinje od
drugog Newtonovog zakona, ali uz Stokesovu silu trenja proporcionalnu brzini, uvodi i
nasumicˇnu silu X(t) koja nastaje od nesavrsˇeno izotropnog prijenosa impulsa s medija
na cˇesticu (kako je to josˇ i Einstein implicitno zakljucˇio):
m
d2x
dt2 = −6ηpir
dx
dt +X(t). (1.15)
Ta ”nasumicˇna sila“ ima svoja statisticˇka obiljezˇja: srednju vrijednost jednaku nuli
i konacˇnu varijancu. Langevinov cilj pritom nije bio izracˇunati stvarne trajektorije
x(t) dane cˇestice nego statisticˇke velicˇine poput MSD-a koji se mogu izvuc´i iz takvog
nasumicˇnog gibanja —- put na koji je ukazao Einstein 1905. g.
Uvodec´i sljedec´e transformacije:
x
d2x
dt2 =
1
2
d2x2
dt2 −
(
dx
dt
)2
(1.16)
x
dx
dt =
1
2
dx2
dt (1.17)
pocˇetnu jednadzˇbu se lako prevede u diferencijalnu jednadzˇbu za MSD uprosjecˇnjavajuc´i
po ansamblu cˇestica:
d2 〈x2〉
dt2 +
6ηpir
m
d 〈x2〉
dt =
〈
v2
〉
= kBT
m
, (1.18)
gdje smo u zadnjem koraku iskoristili teorem o ekviparticiji energije. Dobivena dife-
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rencijalna jednadzˇba je lako rjesˇiva:
d 〈x2〉
dt =
kBT
3ηpir + C exp
(
−6piηr
m
t
)
, (1.19)
〈
x2
〉
= kBT3ηpir t+
〈
x20
〉
, za t m6piηr ≈ 10
−8 s. (1.20)
Dobiveno rjesˇenje je ocˇekivano i odgovara Einsteinovu MSD-u i fluktuacijsko-disipacij-
skom teoremu (1.6).
Prosˇirenje Einsteinove ideje s relaksacijom trec´eg Einsteinova postulata dosˇlo je u
vidu Fokker-Planckove jednadzˇbe (tj. Chapman-Kolmogorovljeve ili master jednadzˇbe)
[10–12]. U njoj raspodjela nasumicˇnih koraka Φ(∆) nije simetricˇna oko nule i ima
netrivijalnu srednju vrijednost. Takoder Φ(∆) → Φ(∆, x) kako bi se ostavilo mjesta
za prostorno ovisnu modifikaciju raspodjele nasumicˇnih koraka. Vrjedi:
c(x, t+ τ) =
+∞∫
−∞
c(x−∆, t)Φ(∆, x−∆)d∆. (1.21)
Nakon Taylorovih ekspanzija dobivamo Fokker-Planckovu opc´u transportnu jednadzˇbu:
∂c(x, t)
∂t
= − ∂
∂x
(v(x, t)c(x, t)) + ∂
2
∂x2
(D(x, t)c(x, t)). (1.22)
Taj rezultat je u matematici poznat kao Chapman-Kolmogorovljeva jednadzˇba uz
zamjenu c(x, t) → P (x, t) i D(x, t) → σ2(x,t)2 ili kao difuzijsko–advekcijska jednadzˇba u
biofizici i geofizici.
1.2 Anomalna difuzija
Uz daljnje eksperimente i teorijska proucˇavanja Brownova gibanja pokazano je da je
linearna evolucija MSD-a u vremenu (1.14) posljedica zakona o velikim brojevima koji
dovodi to toga da je raspodjela suma¯ infinitezimalnih koraka Brownove cˇestice, koja god
bila prava priroda te podlijezˇuc´e raspodjele, Gaussova raspodjela, te vodi do prethodno
spomenutih rjesˇenja difuzijske jednadzˇbe i linearne evolucije MSD-a u vremenu [13,14].
Naime, zakon velikih brojeva ili eng. central limit theorem (dalje: CLT) tvrdi da ako
promatramo raspodjelu srednjih vrijednosti uzorkovanih nizova brojeva iz proizvoljne
raspodjele P (x), ta raspodjela c´e biti Gaussova. Tako u slucˇaju Brownove cˇestice,
cˇestica je izlozˇena nizu infinitezimalnih pomaka nepoznate raspodjele, medutim ono
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sˇto mi biljezˇimo kao pomak cˇestice je suma tih koraka ucˇinjenih u nekom kratkom ali
konacˇnom vremenskom intervalu -— i kao takve, te sume su raspodijeljene gausovski.
Drugim rijecˇima, ako je raspodjela koraka Φ(∆) Gaussova, MSD je proporcionalan
vremenu, a ako MSD nije linearan u vremenu to znacˇi da postoje korelacije u sustavu
koje c´e narusˇavati Einsteinove postulate o neovisnosti koraka u prostoru i vremenu.
Upravo takve nelinearne propagacije MSD-a su nadene u mnogim biolosˇkim [15, 16]
i cˇvrsto-stanjskim eksperimentima [17], pa ovaj rezultat izravno govori o samoj mi-
kroskopskoj prirodi takvih procesa. Otkrivanje nelinearnih MSD-ova u eri poluvodicˇa
omoguc´eno je napretkom mjerenja difuzijskih koeficijenata cˇestica u kristalima mjere-
njem rasprsˇenja zracˇenja na tim cˇesticama [18].
Prema van Hooveu [19], gustoc´a vjerojatnosti da se zatekne cˇestica na mjestu (r, t),
P (r, t), nakon sto je bila locirana u r = 0 u t = 0 povezana je s gustoc´om difundirajuc´ih
cˇestica ρ(r′, t) = δ(r′− r(t)) gdje r(t) oznacˇava vremenski ovisan polozˇaj difundirajuc´e
cˇestice:
P (r′ − r′′, t′ − t′′) = V 〈ρ(r′, t′)ρ(r′′, t′′)〉 . (1.23)
Ovdje se uprosjecˇenje umnosˇka dviju gustoc´a naziva van Hooveovom autokorelacijskom
funkcijom, a P (r′−r′′, t′− t′′) se interpretira kao vjerojatnost da cˇestica prijede udalje-
nost r′−r′′ u vremenu t′−t′′. V je volumen materijala kojeg promatramo, a uprosjecˇenje
se odnosi na uprosjecˇenje u vremenu: 〈φ (t)〉 = limT→∞ ∫ T0 φ (t+ t′) dt′/T [19, 20].
Vjerojatnost P (r, t) se mozˇe prebaciti u Fourierovu domenu frekvencije i valnog
broja i tada se naziva dinamicˇkim strukturnim faktorom:
S(k, ω) = 1
pi
∫
dr
∫
dt ei(ωt−k·r)P (r, t). (1.24)
Dinamicˇki strukturni faktor je bitan jer je njegov realni dio izravno proporcionalan
prostorno i energijski ovisnom diferencijskom udarnom presjeku sˇto je posljedica pro-
porcionalnosti P (r, t) s gustoc´om cˇestica na kojoj se vrsˇi rasprsˇenje [21]:
d2σ
dΩdω = Na
2
√
Eout
Ein
< (S(k, ω)) . (1.25)
Prema tome, inverznim Fourierovim transformatom diferencijskoga udarnog presjeka
mozˇemo dobiti P (x, t) ili izravnije, iz dinamicˇkoga strukturnog faktora mozˇemo dobiti
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difuzijski koeficijent [21]:
D = lim
ω→0
(
lim
k→0
pi
ω2
k2
< (S(k, ω))
)
(1.26)
sˇto je i cilj eksperimenata poduzetih u ovome podrucˇju.
Nelinearna ovisnost MSD-a o vremenu formalno se naziva anomalnom difuzijom i
vrijedi a priori da 〈x2(t)〉 = Dα
(
t
tc
)α
, α > 0, α 6= 1. Ukoliko je koeficijent α < 1
bavimo se subdifuzijom, a ako je α > 1, bavimo se superdifuzivnim fenomenom. Tipicˇni
MSD-traceovi za subdifuziju, superdifuziju i normalnu difuziju su prikazani na slici 1.1.
Slika 1.1: Prikaz MSD(t) u slucˇaju normalne difuzije, anomalne subdifuzije i superdi-
fuzije. Slika je preuzeta s Wikipedije.
Za potrebe analize anomalne difuzije dosad je smiˇsljeno nekoliko teorijskih modela.
Neki od njih su fraktalno Brownovo gibanje (eng. fractional Brownian motion, FBM),
neprekidni nasumicˇni hod (eng. continuous time radnom walk, CTRW) i Lorentzov
model. Svaki od njih modelira anomalnu difuziju na temelju razlicˇitih pretpostavki.
Izrazito pojednostavljeno recˇeno, FBM je model koji je superpozicija dvaju fluktu-
acijskih procesa: primarni gaussovski sˇetacˇ kojem se pribrajaju negaussovski koraci iz
dodatne raspodjele koja unosi korelacije u sustav [22,23].
CTRW je model koji uz standardnu Einsteinovu raspodjelu prostorne duljine koraka
Φ(∆) ima dodatnu raspodjelu Ψ(τ) vremena cˇekanja na sljedec´i korak. Raspodjela
Ψ(τ) je odabrana tako da ima beskonacˇno prosjecˇno vrijeme cˇekanja i beskonacˇnu
varijancu te se stoga CLT ne mozˇe primjeniti na ovaj model. Posljedica toga je u
vremenu nelineani MSD [24–26].
Lorentzov model je mezoskopski i topolosˇki pristup modeliranju anomalne difu-
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zije. Potjecˇe iz istrazˇivanja difuzije u poroznim materijalima i kao sˇto je slucˇaj u tim
materijalima, u modelu za D-dimenzijski prostor se smjesˇtaju geometrijski oblici koji
izuzimaju volumen kroz koji se mozˇe difundirati. Cˇestice koje difundiraju odbijaju
se na preprekama i zaobilaze ih, sˇto produzˇuje difuzijsko vrijeme izmedu dvije tocˇke
i smanjuje difuzijski koeficijent. Za takav model je karakteristicˇna perkolacijska gra-
nica: za odredenu koncentraciju i paramtere geometrije difuzijsko vrijeme izmedu dviju
tocˇaka postaje beskonacˇno [20].
Od sredine 20. st. do danas nadeno je mnosˇtvo primjera anomalne difuzije u
razlicˇitim fizicˇkim okruzˇenjima –– od polimernih mrezˇa, poroznih materijala, preko
biolosˇkih sustava do atmosferskih fenomena [27]. Dok se u jako koreliranim sustavima
poput stakala cˇesto vidi potpuna anomalna difuzija, tj. nelinearno ponasˇanje MSD-a
na svim vremenskim skalama, ono sˇto se najcˇesˇc´e nalazi u biolosˇkim eksperimentima je
prijelazna anomalna difuzija gdje se na odredenim vremenskim i prostornim skalama u
standardnu difuziju uplic´u dodatni procesi koji je usporavaju. Na velikim vremenskim
skalama difuzija je normalna (MSD ∼ t), ali difuzijski koeficijent je reskaliran u odnosu
na onaj koji bi bio da nema dodatne interkacije (korelacije) medu cˇesticama u mediju.
Takav je i slucˇaj biolosˇke difuzije u stanicama i po stanicˇnim povrsˇinama, kao sˇto
pokazuju mnogi eksperimenti [20].
Moderni eksperimenti koji proucˇavaju difuziju u biolosˇkim materijalima potvrduju
postojanje anomalne i tranzijentno anomalne difuzije, a teorijska proucˇavanja tih pro-
cesa uocˇavaju tri fenomena koji doprinose takvom difuzijskom ponasˇanju: vec´ spome-
nuti uhvat i guzˇva, te polimorfiju difundirajuc´ih cˇestica [28].
Eksperimentalne tehnike koje se koriste u istrazˇivanju biolosˇkih sustava se ugrubo
mogu podjeliti na tehnike koje prate pojedinacˇne cˇestice i tehnike koje prate upro-
sjecˇeno ponasˇanje skupa cˇestica. U prvu skupinu spadaju jednocˇesticˇne mikroskopske
(eng. single particle tracking, SPT) tehnike koje koriste mikroskope visoke razlucˇivosti
i u realnom vremenu prate gibanje oznacˇene cˇestice [29]. U drugu skupinu spadaju
mikroskopsko-fluorescencijske tehnike: FRET (eng. Fo¨rster Resonance Energy Tran-
sfer) [30], FRAP (eng. Fluorescence Recovery After Photobleaching) [31] i FCS (eng.
Fluorescence Correlation Spectroscopy) [32, 33].
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1.3 Difuzija u stanicˇnoj membrani
Stanicˇna membrana se sastoji od fosfolipidnog dvosloja amfifilnih molekula organi-
ziranih tako da su polarni dijelovi molekula orijentirani prema vodenom mediju —-
stanicˇnom okoliˇsu i stanicˇnoj citoplazmi —- a nepolarni dijelovi su orijentirani jedan
prema drugome, tj. nalaze se unutar fosfolipidnog dvosloja. Molekule fosfolipida se
mogu lateralno gibati u tom dvosloju jer ne zauzimaju kristalnu strukturu. Prema
tome, membranu mozˇemo promatrati kao tekuc´u fazu u dvije dimenzije. U taj tekuc´i
mozaik uronjene su razlicˇite makromolekule, najcˇesˇc´e proteini, koje mogu zauzimati i
viˇse od 50% povrsˇine membrane [34]. Takav smjesˇtaj dirigiran je Van der Waalsovim
privlacˇnim i odbojnim elektrostatskim silama koje osiguravaju stabilno smjesˇtanje u
membranu time sˇto je dio molekule opet hidrofoban, a dio hidrofilan. Takva struktura
je prikazana na slici 1.2(a).
Uloga makromolekula u membrani je razlicˇita (slika 1.2(b)), a najcˇesˇc´e posreduju
pri izmjeni tvari i signala izmedu okoliˇsa i unutrasˇnjosti stanice. Neki od proteinskih
signalizacijskih sustava su viˇsekomponentni i za njihovo funkcioniranje je presudno
nasumicˇno gibanje po povrsˇini stanice, susretanje te vezanje s drugim komponentama
signalizacijskog sustava [35, 36]. Prema tome, lateralna difuzija u membrani je jedan
od temeljnih fizicˇkih procesa za razumjeti fizicˇku pozadinu osnovnih funkcija proteina.
U biolosˇkim procesima u kojima sudjeluju proteini osim cˇiste difuzije, tj. Brownovog
gibanja gdje je interakcija promatrane cˇestice s ostalim cˇesticama nespecificˇna, mozˇe
doc´i do specificˇnog vezanja promatrane cˇestice, koju zovemo ligand, za neku drugu, koju
zovemo receptor. Ligandom se najcˇesˇc´e naziva cˇestica manje mase i vec´e pokretljivosti
od receptora. Specificˇno vezivanje je najcˇesˇc´e i slucˇaj u viˇsekomponentnim biolosˇkim
membranama. Vezivanje dviju ili viˇse makromolekula u vec´e komplekse je najcˇesˇc´e
privremeno i biokemijski se dozˇivljava kao vezivanje liganda za njegovo vezno mjesto na
receptoru. Takvo vezivanje cˇesto ima i podlijezˇuc´e biokemijsko znacˇenje, ali osim toga
usporava difuziju liganada, tako da je efektivni difuzijski koeficijent na makroskopskim
vremenskim skalama zbog vezanja reskaliran u odnosu na slobodni difuzijski koeficijent
u cˇistoj membrani bez receptora.
Difuzija liganada u membrani nije neometana ili slobodna, nego je, kako je vec´
recˇeno, isprekidana boravcima na receptorskom veznom mjestu, a taj kompleks zbog
svoje velicˇine i slozˇenog oblika se mozˇe smatrati nepokretnim, tako da je vrijeme koje je
ligand proveo u difuziji od mjesta A do mjesta B produljeno za boravke na receptorima
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(a)
(b)
Slika 1.2: Shematski prikaz (a) stanicˇne membrane i (b) raznih uloga proteina u
stanicˇnoj membrani. Slika je preuzeta s interneta: www.ib.bioninja.com.au.
koje je susreo po putu i za koje se vezao. Dakle, efektivni difuzijski koeficijent je
smanjen u odnosu na pocˇetni slobodni difuzijski koeficijent zbog vezanja.
Osim tog efekta, koji zovemo uhvat ili eng. trapping, mozˇemo mezoskopski prepoz-
nati i efekt guzˇve ili eng. crowdinga: u slucˇaju velikog broja cˇestica u membrani, cˇestici
je prostor kroz koji se mozˇe gibati pregraden ili gibanje ometano. Ovaj efekt i njegov
utjecaj na efektivni difuzijski koeficijent se ugrubo mozˇe razlozˇiti na dvije argumenta-
cije, a nije do kraja jasno koliko one opisuju dva razlicˇita efekta ili dva pristupa istome
efektu.
S jedne stane, prostor dostupan za gibanje mozˇemo promatrati kao da je pregraden
na poseban nacˇin: cˇestice iste ili razlicˇite vrste stvaraju ”pregrade“ ili ”hodnike“ (”labi-
rint“) kroz koji je ligandu dozvoljeno gibanje. Ograde ne moraju biti fiksne strukture,
nego se u vremenu mogu mijenjati. Efekt takvog pregradivanja je opet produljenje
vremena gibanja od mjesta A do mjesta B jer cˇestica mora ic´i ”okolnim“ putem.
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S druge strane, mozˇemo promatrati interakciju dviju zasebnih cˇestica i rec´i da
gibanje cˇestice u proizvoljnom smjeru mozˇe biti sprijecˇeno prisutnosˇc´u druge cˇestice,
te prvotna cˇestica efektivno provodi viˇse vremena na istome, pocˇetnom mjestu —- kao
da je vezana za neki skriveni receptor.
Skup svih nedostupnih polozˇaja nekoj cˇestici u membrani u nekom trenutku mozˇemo
takoder nazvati izuzetim volumenom (eng. excluded volume) — cˇestica se efektivno
giba u manjem prostoru od prvotno predvidenog. Ako promatramo kolektiv cˇestica
njihova efektivna koncentracija raste, a s njom i frekvencija njhovih interakcija koje
ometaju gibanje kako je prethodno opisano. Takoder, smanjenje difuzijskog koeficijenta
mozˇemo argumentirati promatranjem samo jedne cˇestice: tocˇka B u koju cˇestica mora
stic´i nekad se nade u izuzetom volumenu pa se takve putanje ne mogu ostvariti, sˇto
nakon statisticˇke manipulacije dovodi do smanjenja efektivnog difuzijskog koeficijenta.
Pojam izuzetog volumena nam koristi u teorijskom opisu nisko populiranih mem-
brana gdje pozicija samih cˇestica koje izuzimaju prostor nije toliko bitna jer ne stvara
kolektivno ponasˇanje poput pregrada. U svakom slucˇaju, efekt guzˇve efektivno sma-
njuje difuzijski koeficijent i to je u literaturi poznato [37–39].
Zajednicˇka pojava obaju efekta u sustavu — uhvata i guzˇve — dovodi do drugacˇije
ponasˇanja difuzijskoga koeficijenta, kao sˇto je prezentirano u [1]. Hoc´e li efektivni
difuzijski koeficijent rasti ili padati ovisi o tome koliki dio populacije liganada je imo-
biliziran vezivanjem i koliko je taj efekt uspio umanjiti efekt uhvata. Takoder treba
uracˇunati i efekt guzˇve u membrani.
Fizicˇki model koji c´e opisivati biolosˇku difuziju treba ukljucˇiti membranu, ligande,
receptore i njihove karakteristike —- pojedinacˇnu intrinzicˇnu pokretljivost (slobodni
difuzijski koeficijent) i karakteristicˇne parametre vezivanja/odvezivanja para ligand/re-
ceptor. Iz modela zˇelimo izracˇunati efektivni difuzijski koeficijent i njegovu ovisnost o
molekulskom sastavu membrane, prvenstveno o koncentraciji receptora i liganada, ali
i o parametrima vezivanja, tj. energiji vezivanja i intrinzicˇnoj pokretljivosti cˇestica u
pitanju.
Mislav Cvitkovic´ i sur. u doktorskoj disertaciji [1] razmatrali su difuziju liganada
na jednoj membrani uz prisustvo polja fiksiranih receptora na drugoj paralelno postav-
ljenoj membrani. Takav postav membrani (slika 1.3) je prisutan u raznim biolosˇkim
situacijama, npr. pri adheziji imunosnih stanica na endotel krvnih zˇila prilikom upale
ili u rastu tumora u tijelu ili stanica u Petrijevoj zdjelici. Interakcije izmedu dvije
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zasebne stanice imunosnog sustava takoder pokazuju slicˇnu konfiguraciju membrana
— ”dodir“ izmedu dvije membrane prenosi signal jednoj od stanica za proizvodnju
razlicˇitih kemijskih tvari.
U ovom diplomskom radu zadrzˇan je takav postav membrana prvenstveno zbog
laksˇeg manipuliranja koda za racˇunalne simulacije, ali i da bi se efekt guzˇve, tj.
crowdinga, odnosio samo na cˇestice iste vrste, a korelaciju izmedu gibanja cˇestica na tim
dvijema membranama bi unosio samo efekt uhvata, tj. trappinga. Ono sˇto je razlicˇito
u ovom radu u odnosu na [1] je da su receptori na drugoj membrani pokretni i time
sustav dobiva simetriju na zamjenu uloge receptora i liganada.
Meduigra efekata uhvata i guzˇve, cˇinjenica da stanicˇna masˇinerija mozˇe regulirati
koncentracije receptora i liganada na membrani, cˇinjenica da je signalizacija putem
difuzije na membrani jedan od glavnih stanicˇnih procesa i da je difuzijski transport
sveprisutan u stanici, ne samo na membranama nego i u citoplazmi i u izvanstanicˇnom
okoliˇsu stanice, cˇini ovaj problem i zanimljivim i bitnim biofizicˇkim problemom.
1.4 Postavljanje problema
Od interesa su nam dvije paraleleno postavljene membrane. Po jednoj difundiraju
ligandi, a po drugoj receptori. Ligandi i receptori se mogu povezati ako su jedan ispod
drugog i taj kompleks dalje ne mozˇe difundirati ni po jednoj membrani vec´ je usidren.
Takva situacija se npr. susrec´e pri adheziji leukocita na endotel krvnih zˇila [40].
Adhezija leukocita na endotel je jedan korak u procesu dijapedeze kojom leukociti
prelaze iz krvne struje u tkivo. Na leukocitnoj membrani se nalaze E-selektini (ligandi),
a na endotelnoj membrani adresini (receptori) cˇijim vezivanjem se upalna stanica —
PonP
Slika 1.3: Shematski prikaz postava membrani koriˇsten u [1] i ovome diplomskom radu.
Crne tocˇke predstavljaju ligande smjesˇtene na gornjoj membrani, a crvene receptore
smjesˇtene na zasebnoj donjoj membrani. Slika je preuzeta iz [1].
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leukocit — vezˇe za mjesto na stjenci krvne zˇile gdje pokusˇava prodrijeti u tkivo.
Ligandi odnosno receptori se po praznoj membrani gibaju svojim slobodnim od-
nosno intrinzicˇnim difuzijskim koeficijentima DLO, odnosno DR0 . Parametri vezivanja
liganda i receptora su vjerojatnost vezivanja Pon i vjerojatnost odvezivanja Poff . Li-
ganada odnosno receptora mozˇe biti na membranama u razlicˇitim koncentracijama
oznacˇenim sa cL, odnosno cR.
Problem ovog diplomskog rada je odrediti udijele vezanih stanja u populacijama
i efektivne difuzijske koeficijente DLeff liganada i DReff receptora koji su reskalirani u
odnosu na pocˇetne slobodne difuzijske koeficijente DLO i DR0 . Pitanje je kako gore
navedni parametri sustava (DLO, DR0 , Pon, Poff , cL i cR) utjecˇu na reskaliranje, da li
jedan izraz mozˇe pokriti reskaliranje u svim situacijama i da li se mogu identificirati
neki mezoskopski efekti koji jasno doprinose reskaliranju.
Metoda koju smo odabrali za proucˇavanje difuzije po dvodimenzijskoj povrsˇini je
racˇunalna simulacija u kombinaciji s analiticˇkim proracˇunima fizicˇkih velicˇina od inte-
resa, prvenstveno udjela vezanih stanja u populacijama, kasnije definiranog kao 〈cB〉,
i efektivnog difuzijskog koeficijenta, Deff . Prema tome, nasˇ interes je zapravo opisati
simulirano gibanje cˇestica po membrani. Simulacija je detaljnije opisana u poglavlju 3.
Kroz cijeli diplomski rad sve pojave i ovisnosti se opisuju iz perspektive liganada
zato jer postoji samo konceptualna razlika izmedu liganada i receptora te zauzima-
njem takvog pristupa analizi prepolavljamo posao. Poznavanje sustava iz perspektive
receptora nam ne govori niˇsta novo, tj. svi izrazi i zakljucˇci se lako obrnu i iskazˇu iz
perspektive receptora.
13
2 Teorijska podloga
U ovome poglavlju bit c´e izlozˇena teorija [1] koja se bavi modeliranjem efektivnih
difuzijskih koeficijenata liganada u polju fiksiranih receptora, kako je vec´ opisano u
potpoglavlju 1.3. Razmotrit c´emo kako se ta teorija uklapa u trenutni problem gdje su
i ligandi i receptori mobilni, koje su moguc´e popravke i o cˇemu ovisi uspjesˇnost istih.
2.1 Difuzijski koeficijent liganada bez prisutnosti receptora
Prije nego pristupimo problemu ukupnog efekta guzˇve i uhvata, razmotrit c´emo difuziju
liganada u polju liganada na dvodimenzijskoj resˇetci buduc´i da je to nulta aproksimacija
difuzijskog koeficijenta u prisutnosti receptora.
Kao sˇto je komentirano ranije u potpoglavlju 1.3, prisutnost jedinki iste vrste c´e
smanjivati difuzijski koeficijent zbog stericˇkih smetnji. Kako bismo taj efekt modelirali
poc´i c´emo od Chapman-Kolmogorovljeve jednadzˇbe (1.21) za P (r, t), gustoc´u vjero-
jatnosti nalazˇenja cˇestica na zadanoj tocˇki i procijeniti utjecaj guzˇve na smanjenje
difuzijskog koeficijenta kako je to ucˇinjeno u [1]. Raspodjela koraka za ovaj slucˇaj
iznosi
Φ(∆) = p(cL)
∑
α=±i,±j
δ(∆− eα) + (1− p(cL))δ(∆), (2.1)
gdje je p vjerojatnost skoka proizvoljne cˇestice na bilo koji od cˇetiri susjedna cˇvora
unutar jednog koraka. Primjetimo da p nije 1 , kako bi bilo u membrani s malom
koncentracijom liganada. Prema tome:
P (r, t) =
∫
P (r−∆, t− τ)Φ(∆)d∆, (2.2)
odakle Taylorovim razvojem dobivamo:
∂P (r, t)
∂t
= pD0∇2P (r, t) −→ Dcr = D0p(cL), (2.3)
pri cˇemu se p(cL) mozˇe izracˇunati samosuglasnom jednadzˇbom:
p = 1−∑
α
Pα, (2.4)
gdje Pn oznacˇava vjerojatnost dogadaja α koji ne dovodi do skoka.
Do skoka nec´e doc´i u tri slucˇaja. Prvi je da je mjesto na koje je cˇestica odabrala
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skocˇiti zauzeto. Vjerojatnost takvog dogadaja je cL. Drugi slucˇaj je da je mjesto na
koje cˇestica planira skocˇiti istovremeno tom skoku zauzeto skokom cˇestice sa susjednog
cˇvora. Vjerojatnost toga dogadaja je cL×3× p(cL)4 . Trec´i slucˇaj je da je mjesto na koje
cˇestica planira skocˇiti istovremeno zauzeto nekom cˇesticom, potom oslobodeno i opet
zauzeto nekom trec´om cˇesticom. Vjerojatnost takvog dogadaja je cL× 3× p(cL)4 × cL×
2× p(cL)4 . Taj bismo niz mogli nastaviti daljnjim slozˇenijim realizacijama dogadaja koji
ukljucˇuju josˇ dalje susjede, no ovdje se zadrzˇavamo na razini utjecaja prvih susjeda.
Prema tome,
p = 1− cL − 34cLp−
3
8c
2
Lp
2, (2.5)
odakle:
p±(cL) =
1
3c2L
(
−3cL − 4±
√
16 + 3cL (8 + cL (11− 8cL))
)
, (2.6)
tj. za difuzijski koeficijent (2.3):
Dcr(cL) =
D0
3c2L
(√
16 + 3cL (8 + cL (11− 8cL))− 3cL − 4
)
. (2.7)
Negativni predznak u p±(cL) je odbacˇen jer nema fizicˇkog smisla buduc´i da bi davao
negativnu vjerojatnost.
Vjerojatnost skoka p(cL) = Dcr/D0 prikazana je na slici 2.1(a), a relativna gresˇka
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Slika 2.1: (a) Normirani efektivni difuzijski koeficijent liganda tj. vjerojatnost skoka na
susjednu poziciju u ovisnosti o koncetraciji liganada na istoj resˇetci, prema jednadzˇbi
(2.7) (b) Prikaz relativne gresˇke analiticˇke procjene difuzijskog koeficijenta Dcr pomoc´u
jednadzˇbe (2.7) u odnosu na difuzijske koeficijente izracˇunate iz racˇunalnih simulacija.
Relativna gresˇka je definirana sa (2.8). Slika je preuzeta iz [1]. Difuzija u obe slike je
difuzija liganada po resˇetci bez utjecaja receptora.
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teorije u odnosu na simulacije,
R (Dcr,th, Dcr,sim) =
Dcr,th −Dcr,sim
Dcr,sim
, (2.8)
prikazana je na slici 2.1(b) i pokazuje vrlo dobro slaganje teorije i eksperimenta za
cijeli parametarski prostor. Posebno je znacˇajan pad relativne gresˇke na velikim kon-
centracijama, sˇto potvrduje ispravnost aproksimacije prvih susjeda. Apsolutni predz-
nak relativne gresˇke je ostavljen da bi bilo jasno precjenjuje li teorija ili podcjenjuje
efektivni difuzijski koeficijent.
2.2 Difuzijski koeficijent liganada u prisutnosti receptora
2.2.1 Prvi pokusˇaji modeliranja efektivnog difuzijskog koeficijenta
Dodavanje receptora u sustav se prvo ocˇituje vezanjem odredenog broja liganada, NB,
na receptor. Taj c´e broj u vremenu rasti, da bi se nakon odredenog vremena uspostavio
neki ravnotezˇni broj vezanih liganada/receptora, 〈NB〉, odnosno prosjecˇna koncentra-
cija vezanih stanja, 〈cB〉. Za ligande i receptore to znacˇi da razlikujemo nepokretnu
vezanu populaciju liganada i nevezanu populaciju liganada koja difundira difuzijskim
koeficijentom Dcr.
Za populaciju pokretnih (nevezanih) liganada c´e vrijediti MSD(t) = 4Dcrt. Kako
nevezana stanja liganada cˇine udio u populaciji liganada od 1 − 〈cB〉 /cL, tada c´e se
kolektivni difuzijski koeficijent skalirati s tim udjelom:
D∗eff = Dcr (cL)
(
1− 〈cB〉
cL
)
. (2.9)
U izvodu Dcr svi su se ligandi mogli gibati. U ovom slucˇaju neki ne mogu pa
mozˇemo pokusˇati uracˇunati to koristec´i efektivnu koncentraciju slobodnih liganada c′L.
c′L =
NL −NB
Ng −NB =
cL − 〈cB〉
1− 〈cB〉 ≤ cL (2.10)
Tu novu koncentraciju koristimo za izracˇun Dcr (c′L) i ta korekcija je ekvivalentna pre-
poznavanju izuzetog volumena u sustavu. Izuzeti volumen u ovom slucˇaju su cˇvorovi
na kojima se nalaze vezani ligandi. Prema tome, za efektivni difuzijski koeficijent se
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dobiva:
D∗∗eff = Dcr
(
cL − 〈cB〉
1− 〈cB〉
)(
1− 〈cB〉
cL
)
(2.11)
Usporedbom simulacija s teorijskim predvidanjima jednadzˇbi (2.9) i (2.11) vidjeli
smo da jednazˇba (2.11) daje losˇije slaganje od jednadzˇbe (2.9). Zbog toga u daljnim
potpoglavljima ne uvodimo korekciju izuzetog volumena za Dcr.
U oba pristupa zanemarivali smo cˇinjenicu da postoji dinamika izmjene liganada
u vezanom stanju s onima u nevezanom. To je glavna novost u pristupima slijedec´ih
potpoglavlja.
2.2.2 Fenomenolosˇki izvod
U ovome pristupu modeliranju difuzije pratimo povijest svakog liganada kao izmjenu
perioda boravka na receptorima i difundiranja po slobodnoj membrani [1]. Zato
mozˇemo rec´i da za difuziju liganada po resˇetki efektivno vrijedi:
〈
l2eff
〉
= 4Deff(τon + τoff) (2.12)
Ovdje 〈l2eff〉 predstavlja prosjecˇnu udaljenost izmedu dva receptora s kojih se cˇestica
odvezala i vezala sa sigurnosˇc´u od 100%, τon je prosjecˇno vrijeme potrebno da se ligand
odvezˇe s receptora, tj. vrijeme boravka na receptoru. τoff je prosjecˇno vrijeme koje je
potrebno da ligand prijede udaljenost do slijedec´eg receptora na kojeg c´e se sigurno
vezati. Koristec´i prethodni rezultat mozˇemo pisati 〈l2eff〉 = 4Dcr (cL) τoff .
Kao sˇto smo definirali, 〈l2eff〉 prikazuje prosjecˇnu udaljenost izmedu dva receptora —
polaziˇsnog i onog sigurnog odrediˇsta. Ako je vjerojatnost vezanja liganda za receptor
Pon, tada c´e samo PoncR biti moguc´a odrediˇsta sa sigurnim vezivanjem. Takoder, neki
su receptori vec´ zauzeti i nisu raspolozˇivi za daljnje vezivanje. Pretpostavimo li da se
s vremenom razvije stacionarna slika, mozˇemo tu koncentraciju veznih cˇestica oznacˇiti
s 〈cB〉. Prema tome slijedi dodatna korekcija broja receptora koji nas se ticˇu u gornjoj
jednadzˇbi: cR,eff = Pon(cR − 〈cB〉).
Iz efektivne koncentracije receptora lako nalazimo prosjecˇnu efektivnu difuzijsku
udaljenost: 〈
l2eff
〉
= a
2
0
cR,eff
= a
2
0
Pon(cR − 〈cB〉) . (2.13)
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Iz (2.13) imamo za τoff :
τoff =
1
4Dcr
a20
Pon(cR − 〈cB〉) . (2.14)
Te krivulje su prikazane za razlicˇite koncentracije liganada i receptora na slici 2.2(a),
2.2(b) i 2.2(c). Izraz za 〈cB〉 koriˇsten pri dobivanju tih grafova izveden je u potpoglavlju
2.3.
Na slikama se vidi da je u visokopopuliranim resˇetkama
√
〈l2eff〉 manji za vec´e
koncentracije receptora resˇetke te raste za vec´e koncentracije liganada resˇetke sˇto je
ocˇekivano jer je s vec´im cL manji udio slobodnih receptora, pa je vec´a njihova pro-
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Slika 2.2: Graficˇki prikazi ovisnosti velicˇina prepoznatih kao bitnih u modeliranju di-
fuzije o koncentraciji liganada na resˇetci.(a) Kvadrat udaljenosti dva najblizˇa nevezana
receptora: 〈l2eff〉 = a20/ (Pon (cR − 〈cB〉)) (b) Udaljenost izmedu dva najblizˇa nevezana
receptora:
√
〈l2eff〉 = a0/
√
Pon (cR − 〈cB〉) (c) Prosjecˇno vrijeme koje ligand provede u
difuziji izmedu dva vezana stanja: τoff =
√
〈l2eff〉/4Dcr (cL) (d) Prosjecˇno vrijeme koje
ligand provede u vezanom stanju prema razlicˇitim izrazima: τon (2.18), τ ′on (2.20) i τ ′′on
(2.21)
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sjecˇna udaljenost. Za primjetiti je da ovisnost
√
〈l2eff〉 o cL ulazi indirektno kroz cB, a
ovisnost o cR i direktno i indirektno.
Dok su relacije (2.13) i (2.14) primjenjene u [1] za nepomicˇne receptore, pitanje ovog
rada je koliko cˇinjenica da su receptori mobilni utjecˇe na udaljenost 〈l2eff〉 kako je ona
definirana u jednadzˇbi (2.13). Pretpostavka je da je to relativno dobra aproksimacija.
Opc´enito, udaljenost koju ligand prijede do slijedec´eg vezivanja mozˇe biti drugacˇija:
• ako se ligand vezˇe opet na isti receptor;
• ako na putu do najblizˇeg receptora najblizˇi receptor postane zauzet ili se oslobodi
blizˇi receptor koji je prethodno bio nedostupan;
• ako na putu do najblizˇeg receptora ciljani receptor oddifundira i neki drugi re-
ceptor postane blizˇi, koji je prethodno bio dalji;
• ako u difuzijsko podrucˇje liganda ude novi receptor, pa udaljenost koju ligand
prijede do vezivanja bude krac´a od ocˇekivane prema jednadzˇbi (2.13).
Prve dvije stavke ticˇu se i teorije stacionarnih i mobilnih receptora, a druge dvije su
karakteristicˇne za slucˇaj mobilnih receptora. Tocˇnost pretpostavke (2.13) se u sva-
kom slucˇaju mozˇe provjeriti detaljnom analizom trajektorija, sˇto nije ucˇinjeno u ovom
diplomskom radu.
Preostaje nam definirati τon, tj. prosjecˇno vrijeme potrebno da se ligand odvezˇe s
receptora, tj. ono koje provede vezan za receptor. Receptor c´e se odvezati u karakte-
risticˇnom prosjecˇnom vremenu od τ/Poff , gdje je τ vrijeme racˇunalnog koraka definirano
s D0 i a0. To je i intuitivno jer ako je vjerojatnost odvezivanja 100%, u svakom ko-
raku c´e doc´i do odvezivanja. Proporcionalno smanjenju te vjerojatnosti produzˇuje se
prosjecˇno vrijeme potrebno da dode do odvezivanja.
Medutim, to vrijeme nije ono koje nama treba. Moramo se osigurati da se ligand
ne vezˇe ponovo za isti receptor. Dovoljno je dobra aproksimacija ako trazˇimo da ligand
i receptor oddifundiraju dalje na razmak od dva koraka. Mikroskopski se to mozˇe
realizirati na viˇse nacˇina. Jedan je da se ligand odmakne za dva koraka od receptora.
Tada c´e te dvije cˇestice biti udaljene najmanje za dva koraka i puno c´e vjerojatnije
reagirati s nekom drugom jedinkom nego medusobno. Vjerojatnost takvog dogadaja je
Poff × p(cL)× p(cL). Ostali dogadaji koji mogu doprinjeti uspjesˇnom rastavljanju para
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su da se ligand pomakne u jednom smjeru, a receptor u drugome sˇto ih opet dovodi na
razmak od dva koraka. Vjerojatnost tog dogadaja je Poff × p(cL)× p(cR).
Koji dogadaj c´e definirati τon? U slucˇaju velike koncentracije receptora vjerojatnije
je da c´e se ligand pomaknuti sam za dva koraka nego da c´e tome doprinjeti receptor,
tako da je u tom rezˇimu bolje koristiti Poff × p2(cL).
U konacˇnici se za efektivni difuzijski koeficijent dobiva iz (2.12) i (2.14):
Deff =
a20
Pon(cR − 〈cB〉)
1
4
(
τon +
1
4Dcr
a20
Pon(cR − 〈cB〉)
)−1
(2.15)
= Dcr
(
DcrτonPon(cR − 〈cB〉)
D0τ
+ 1
)−1
(2.16)
= Dcr
(
1 + p(cL)
Pon(cR − 〈cB〉)
τ/τon
)−1
(2.17)
gdje smo koristili a20 = 4D0τ . Ako iskoristimo poslijednji rezultat za τon:
τ/τon = Poffp2 (cL) , (2.18)
slijedi:
Deff = Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR − 〈cB〉)
Poffp(cL)
)−1
. (2.19)
Na τon se mozˇe gledati i na drugi nacˇin — to je jednostavno korektivni faktor ko-
jim pokusˇavamo smanjiti difuzijski koeficijent za viˇse koncentracije liganada. Kao sˇto
je prikazano u poglavlju 4, upravo u tome rezˇimu slaganje simulacija s teorijom nije
dovoljno dobro. Pri velikim cL, imamo povec´ane 〈l2eff〉 i τoff , kako je vidljivo na slici 2.2.
U tako sporim difuzijama velika je vjerojatnost inacˇe manje vjerojatnih dogadaja koji
su opisani u prethodno navedenoj 2. , 3. , i 4. tocˇki na stranici 19. Zbog toga bi tre-
balo posebno smanjiti difuzijske koeficijente u tom rezˇimu, ako vec´ nemamo predlozˇen
mehanizam kojim bismo uracˇunali te dodatne efekte. Logicˇan odabir za tu svrhu je
p(cL) jer je ∼ 0 za velike cL.
Prema tome kao prvu korekciju mozˇemo predlozˇiti:
τ/τ ′on = Poffp3 (cL) . (2.20)
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iτ/τ ′′on =Poff
(
p · p2 + (1− p) · p3
)
=Poffp (cL)
(
2p2 (cL)− p3 (cL)
)
, (2.21)
gdje se kombiniraju izrazi (2.18) i (2.20) ovisno o koncentraciji liganada. Pri malim cL
(p(cL) → 1) prevagnut c´e izraz (2.18), a pri vec´im cL ((1 − p(cL)) → 1) izraz (2.20).
Vremena boravka na receptorima koja su dosad predlozˇena prikazana su na slici 2.2(d).
Izrazi (2.20) i (2.21) daju svoja predvidanja za efektivne difuzijske koeficijente:
D′eff =Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR − 〈cB〉)
Poffp2(cL)
)−1
, (2.22)
D′′eff =Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR − 〈cB〉)
Poff (2p2(cL)− p3(cL))
)−1
. (2.23)
2.2.3 Izvod pomoc´u master jednadzˇbe
U prethodnom potpoglavlju izvod je krenuo od razmatranja difuzije liganada kao niza
boravaka na receptorima i putovanja izmedu vezanja na receptore. Takav pristup je
intuitivan, ali nije potrkrijepljen ab initio. Radi toga provodimo izvod koristec´i opet
Chapman-Kolmogorovljevu master jednadzˇbu [1].
Definirat c´emo PL(r, t) i PRL(r, t) kao vjerojatnosti da cˇestica bude nevezana od-
nosno vezana na polozˇaju r u trenutku t. Zajedno PL(r, t) i PRL(r, t) cˇine P (r, t),
vjerojatnost pronalaska cˇestice liganda na polozˇaju r u trenutku t. Jednadzˇba od koje
krec´emo je ista prethodnoj Chapman-Kolmogorovljevoj jednadzˇbi (2.2) uz iznimku da
P (r, t)→ P (r, t+ τ). Uz Taylorov razvoj po τ dobivamo:
∂P (r, t)
∂t
= +
 ∑
α=±i,±j
γ
4P (r− eα, t)
− γP (r, t), (2.24)
gdje je γ = p(cL)/τ frekvencija skakanja prosjecˇne cˇestice, a indeksi u sumi oznacˇavaju
sve smjerove odakle cˇestice mogu skocˇiti na polozˇaj r.
Vjerojatnost P (r, t) je ocˇuvana tako da se vezivanjem liganada dogada prijenos
odredene kolicˇine vjerojatnosti iz PL(r, t) u PRL(r, t), ili u slucˇaju odvezivanja obrnuto.
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To mozˇemo matematicˇki zapisati kao:
∂PL(r, t)
∂t
=γ4
∑
α=±i,±j
(PL(r− eα, t)− PL(r, t))− konPL(r, t) + koffPRL(r, t) (2.25)
∂PRL(r, t)
∂t
=konPL(r, t)− koffPRL(r, t), (2.26)
gdje koff i kon predstavljaju brzine prijenosa vjerojatnosti iz jednog stanja u drugo
stanje. Nasˇa je pretpostavka da te brzine u prosjeku ne ovise o lokalnoj situaciji, tj.
o vjerojatnostima PR(r, t), PL(r, t) i PRL(r, t). Zbog toga ne postoji vezanje izmedu
jednadzˇbi za raspodjelu vjerojatnosti liganada i receptora.
Imamo i jednadzˇbu za raspodjelu vjerojatnosti slobodnih receptora PR(r, t) koja je
ekvivalentna jednadzˇbi (2.25):
∂PR(r, t)
∂t
= γ4
∑
α=±i,±j
(PR(r− eα, t)− PR(r, t))− konPR(r, t) + koffPRL(r, t). (2.27)
Njeno rjesˇenje c´emo dobiti analogijom iz rjesˇenja za (2.25), a sada nastavljamo rjesˇavati
samo sustav (2.25)-(2.26).
Da bismo rijesˇili ovaj sustav jednadzˇbi, prebacujemo ih u Fourierov prostor i tamo
ih rjesˇavamo kao algebarske jednadzˇbe. Prebacivanjem u Fourierov prostor dobivamo
vec´ spomenute dinamicˇke strukturne faktore SL(k, ω) i SRL(k, ω).
−iωSL − PL,0(k)
pi
=γ4
∑
α=±i,±j
(
eik·eα − 1
)
SL − konSL + koffSRL, (2.28)
−iωSRL − (PRL,0(k))
pi
=konSL − koffSRL. (2.29)
Pocˇetni uvjet sustava je vec´ prije koriˇsten: P (r, t = 0) = δ(r). U Fourierovom prostoru:
P (k, t = 0) = P0(k) =
∫
e−i k·rδ(r) d2r = 1 = PL,0(k) + PRL,0(k). (2.30)
Raspodjela izmedu vjerojatnosti u pocˇetnom trenutku jednaka je omjeru brzina pri-
jenosa vjerojatnosti jer su one proporcionalne vjerojatnostima da je cˇestica vezana ili
nevezana. Prema tome imamo uz (2.30):
PL,0(k)
PRL,0(k)
= koff
kon
→ PL,0(k) = koff
koff + kon
, PRL,0(k) =
kon
koff + kon
. (2.31)
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Uz pokrate:
Π (k) =14
∑
α=±i,±j
ei k·eα = 12
∑
α=i,j
cos (k · eα) = 12
∑
α=i,j
cos (kαa0) , (2.32)
Σ (k) =γ (Π(k)− 1) (2.33)
sustav (2.28)-(2.29) mozˇemo zapisati u slijedec´em matricˇnom obliku:
−iω − Σ(k) + kon −koff
−kon −iω + koff

 SL
SRL
 = 1
pi
 PL,0(k)
PRL,0(k)
 = 1
pi
 koffkoff+kon
kon
koff+kon
 . (2.34)
Rjesˇenja sustava su:
piSL =
iωkon
koff+kon − koff
ω2 + iω (koff + kon − Σ(k)) + koffΣ(k) , (2.35)
piSRL =− 1iω +
(
1 + Σ(k)iω
)
SL, (2.36)
odakle mozˇemo dobiti:
S(k, ω) = 1
pi
iω − koff − kon + koffΣ(k)koff+kon
ω2 + iω (koff + kon − Σ(k)) + koffΣ(k) , (2.37)
<(S) = −
Σ(k)
pi
(
konω2
koff+kon + koff
(
koff + kon − koffΣ(k)koff+kon
))
ω4 + ω2
(
(koff + kon)2 − 2konΣ(k) + Σ2(k)
)
+ k2offΣ2(k)
. (2.38)
Inverznim Fourierovim transformatom od S mozˇemo dobiti P , ali ono sˇto nas zanima,
difuzijski koeficijent D, mozˇemo dobit limesom prema izrazu (1.26). Stoga:
lim
k→0
Σ(k) =− a
2
0γ
4 k
2 (2.39)
lim
k→0
pi
ω2
k2<(S(k, ω)) =
a20γ
4
konω2
koff+kon + koff(koff + kon)
ω2 + (koff + kon)2
(2.40)
Deff = lim
ω→0
(
lim
k→0
pi
ω2
k2< (S(k, ω))
)
= a
2
0γ
4
koff
koff + kon
=Dcr(cL)
(
1 + kon
koff
)−1
(2.41)
Opet se postavlja pitanje sˇto znacˇe kon i koff? Obje brzine su proporcionalne vje-
rojatnosti dogadaja koje predstavljaju -— za vezivanje mozˇemo rec´i da je vjerojatnost
(cR − 〈cB〉)× Pon: vjerojatnost postojanja receptora × vjerojatnost realizacije prilike.
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Za odvezivanje, vjerojatnost iznosi Poff×p(cL): vjerojatnost odvezivanja × vjerojatnost
skoka liganda u nekom smjeru. Zahtjevom da ligand dodatno skocˇi opet pokusˇavamo
osigurati da se taj ligand nec´e vratiti na svoj stari receptor. Prema tome, za difuzijski
koeficijent dobivamo ocˇekivano:
Deff = Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR − 〈cB〉)
Poffp(cL)
)−1
.
Josˇ jedan zanimljiv prijedlog za koff koji je logicˇan u ovom kontekstu je Poff×〈cB〉 /τ .
Naime, ako integriramo cˇlan konPL (r, t) iz (2.25) po prostoru dobiti c´emo prosjecˇan
ukupan broj vezivanja koji c´e se dogoditi na cˇitavoj resˇetci u tome koraku. Za slucˇaj
odvezivanja, ukupan broj odvezivanja na resˇetci u koraku je Poff 〈NB〉, sˇto nam daje
retrogradno koff = Poff 〈cB〉 /τ . Time ne probiremo ona odvezivanja koja rezultiraju
prelazˇenjem udaljenosti
√
〈l2eff〉, ali u ab initio pristupu ne bi ni trebali zauzimati takve
mjere. Ovakav par kon i koff daje za efektivni difuzijski koeficijent:
D†eff = Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR − 〈cB〉)
Poff 〈cB〉
)−1
. (2.42)
Ako promotrimo sustav liganada i receptora mikroskopski, mozˇemo zapisati de-
taljniju mikroskopsku master jednadzˇbu. Detaljnija je u tome sˇto precizno prati al-
goritam prema kojem vrsˇimo simulaciju cˇesticˇnog gibanja. Mikroskopska master jed-
nadzˇba je nuzˇno diskretizirana i vremenski i prostorno, te se tek uzimanjem limesa (u
kontinualnoj granici koja daje tocˇan slobodni difuzijski koeficijent D0) dobiva prava
diferencijalna jednadzˇba. Zato je intuitivnije koristiti drugacˇije oznake gdje vjerojat-
nosti zamjenjujemo prosjecˇnim koncentracijama. Kao u prethodnom mezoskopskom
pristupu razlikujemo nevezana stanja i vezana stanja, ali ovaj put imamo i dvije do-
datne jednadzˇbe za distribuciju vjerojatnosti receptora. Oznake 〈uLcn (v)〉 i 〈uRcn (v)〉
su oznake za prosjecˇnu koncentraciju nevezanih liganada tj. receptora na cˇvoru v u
vremenskom koraku n. Slicˇno imamo
〈
b
Lcn (v)
〉
i
〈
b
Rcn (v)
〉
za vezana stanja. Takoder,
vrijedi 〈Lcn (v)〉 = 〈uLcn (v)〉+
〈
b
Lcn (v)
〉
i ekvivalentno za receptore.
Ako vjerojatnost prelaska cˇestice s cˇvora v na cˇvor v′ u trenutku n = t/τ oznacˇimo
s
T L/Rn (v→ v′) =
1
4
(
1−
〈
L/Rcn (v′)
〉)
, (2.43)
gdje L i R indeks odabiremo za ligande odnosno receptore, mikroskopske master jed-
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nadzˇbe za ligande su:
〈uLcn+1 (v)〉 − 〈uLcn (v)〉 =−
∑
v′
T Ln (v→ v′) 〈uLcn (v)〉
−
(
1−∑
v′
T Ln (v→ v′)
)
〈uLcn (v)〉Pon 〈uRcn (v)〉
+ Poff
〈
b
Lcn (v)
〉
+ T Ln (v′ → v) (1− Pon 〈uRcn (v)〉)
∑
v′
〈uLcn (v′)〉 , (2.44)〈
b
Lcn+1 (v)
〉
−
〈
b
Lcn (v)
〉
=− Poff
〈
b
Lcn (v)
〉
+ 〈uLcn (v)〉
(
1−∑
v′
T Ln (v→ v′)
)
Pon 〈uRcn (v′)〉
+
∑
v′
〈uLcn (v′)〉T Ln (v′ → v)Pon 〈uRcn (v)〉 . (2.45)
Jednadzˇbe (2.44) i (2.45) su dobivene promatrajuc´i sve moguc´e dogadaje koji mogu
dovesti do promjene prosjecˇne koncentracije nevezanih odnosno vezanih liganada na
cˇvoru v u koraku n na n + 1. U jednadzˇbi (2.44), u prvome retku dan je gubitak
koncentracije odlaskom liganda na susjedni cˇvor v′. U drugome retku gubitak koncen-
tracije vezivanjem na receptor. Pretpostavka je da te cˇestice nisu oddifundirale u prvoj
difuzijskoj fazi algoritma. U trec´em retku dan je dobitak na koncentraciji odvezivanjem
i konacˇno u cˇetvrtom retku dan je dobitak koncentracije dolaskom novih nevezanih sta-
nja na dani cˇvor v. Pretpostavka je tome da se te cˇestice nisu vezale nakon sˇto su dosˇle
na ciljani cˇvor v u drugoj reakcijskoj fazi algoritma. Slicˇno u jednadzˇbi (2.45): prvi
redak predstavlja gubitak prosjecˇne koncentracije vezanih stanja odvezivanjem liganda
s receptora, drugi redak je dobitak u koncentraciji vezivanjem pod pretpostavkom da
ligandi nisu oddifundirali u prvoj difuzijskoj fazi algoritma, trec´i redak daje dobitak u
koncentraciji difundiranjem u prvoj fazi algoritma s cˇvorova {v′} na cˇvor v i vezivanjem
tih liganda u drugoj reakcijskoj fazi algoritma.
Za receptore su mikroskopske jednadzˇbe:
〈uRcn+1 (v)〉 − 〈uRcn (v)〉 =−
∑
v′
TRn (v→ v′) 〈uRcn (v)〉
−
(
1−∑
v′
TRn (v→ v′)
)
〈uRcn (v)〉Pon 〈uLcn (v)〉
+ Poff
〈
b
Rcn (v)
〉
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+ TRn (v′ → v) (1− Pon 〈uLcn (v)〉)
∑
v′
〈uRcn (v′)〉 , (2.46)〈
b
Rcn (v)
〉
=
〈
b
Lcn (v)
〉
, (2.47)
cˇiji cˇlanovi su ekvivalentni gore opisanim cˇlanovima mikroskopskih jednadzˇbi za li-
gande.
U ovom diplomskom radu takva master jednadzˇba nije rjesˇavana zbog toga sˇto smo
pokusˇavali drugacˇijim — fenomenolosˇkim — pristupom izvuc´i kako se efekti uhvata
i guzˇve ocˇituju u difuziji. Kao sˇto se vidi u master jednadzˇbama (2.25) i (2.26), vec´
unaprijed modeliraniDcr se odmah ukljucˇio u opis preko koeficijenta γ. Rezultat takvog
pristupa je dobivanje analiticˇkog izraza za Deff i interpretacija u vidu difundiranja
izmedu boravaka na receptorima. Kad bismo rjesˇili gornji sustav jednadzˇbi, vjerojatno
bismo dobili samo numericˇka rjesˇenja i konceptualno bismo iz toga tezˇe zakljucˇili nesˇto
o sustavu. Numericˇko-analiticˇki pristup rjesˇavanju ovakvih problema s nesˇto strozˇim
uvjetima na izgled master jednadzˇbi proucˇen je u [41]. Korisno je pritom primjetiti
da se vezivanje izmedu gibanja liganada i receptora u jednadzˇbama pojavljuje u vidu
cˇlanova oblika 〈uRcn (v)〉 i
〈
b
Rcn (v)
〉
u jednadzˇbama (2.44)-(2.45) i slicˇno za jednadzˇbu
(2.46) te da je lokalizirano (tj. ovisno o zauzec´u specificˇnog cˇvora), a ne difuzno kao u
mezoskopskim master jednadzˇbama.
2.3 Staticˇka termodinamicˇka svojstva sustava
Kako bismo dobili ravnotezˇnu koncentraciju veza ligand-receptor 〈cB〉, izracˇunat c´emo
particijsku funkciju sustava. Pri svakom vezivanju para lignad-receptor dolazi do
snizˇenja u energiji za energiju vezanja Eb. Ako Ng oznacˇava broj mjesta na resˇetci, NR
broj receptora, NL broj liganada, NB broj liganada odnosno receptora koji c´e djeliti
mjesto neovisno o tome jesu li vezani ili ne u zadanom mikrostanju, a n ≤ NB broj
vezanih cˇestica u mikrostanju, za particijsku funkciju Z mozˇemo pisati:
Z =
min{NL,NR}∑
NB=min(NB)
(
Ng
NR
)(
Ng −NR
NL −NB
)(
NR
NB
)
NB∑
n=0
(
NB
n
)
exp
(
−n∆Eb
kBT
)
(2.48)
Prvi binomni koeficijent oznacˇava odabir mjesta koje okupiraju receptori. Drugi
binomni koeficijent oznacˇava broj nacˇina na koje mozˇemo rasporediti ligande koji ne
dijele cˇvor s receptorom na Ng − NR cˇvorova koji su im preostali. Trec´i binomni
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Slika 2.3: Energetski reljef reakcije vezivanja/odvezivanja para ligand–receptor.
koeficijent oznacˇava broj nacˇina na koji mozˇemo rasporediti ligande koji dijele cˇvor s
receptorom na NR moguc´ih mjesta. Druga suma oznacˇava broj nacˇina na koje mozˇemo
realizirati energetski to ”mikrostanje“: mozˇe biti da nijedan od liganada koji dijele cˇvor
s receptorom nije vezan ili da je neki broj n njih vezan. Prva suma oznacˇava iteraciju
po NB — od najmanje do najvec´e vrijednosti. Minimalna vrijednost NB je nula ako
je NR + NL ≤ Ng. Ako je suma liganada i receptora vec´a od broja cˇvorova na resˇetci
uvijek c´e postojati minimalni broj preklopljenih liganada i receptora: NL− (Ng−NR).
Takoder vrijedi:
NB∑
n=0
(
NB
n
)
exp
(
−nEb
kBT
)
=
NB∑
n=0
(
NB
n
)(
Pon
Poff
)n
= (1 + ζ)NB , (2.49)
gdje smo uveli
ζ = Pon
Poff
. (2.50)
Pritom je koriˇsten Boltzmanov izraz:
exp
(
−nEb
kBT
)
= exp
(
−n(E
unbinding
a − Ebindinga )
kBT
)
=
exp
(
−Eunbindinga
kBT
)
exp
(
−Ebindinga
kBT
)

n
=
(
Pon
Poff
)n
,
(2.51)
a Ebindinga i Eunbindinga su definirani na slici 2.3. Raspiˇsimo Z u slucˇaju NL +NR ≤ Ng:
Z =
min{NL,NR}∑
NB=0
Ng!
(NL −NB)!(Ng −NR −NL +NB)!(NR −NB)!
(1 + ζ)NB
NB!
(2.52)
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Koristec´i se Pochammerovim simbolima, definiranim kao
(a)n+1 ∈ N = a(a+ 1)...(a+ n) =
(a+ n)!
(a− 1)! (2.53)
binomne koeficijente unutar sume mozˇemo zamijeniti s:
Z = Ng!(NR!NL!(Ng −NR −NL)!
+∞∑
NB=0
(−NL)NB(−NR)NB
(Ng −NR −NL + 1)NB
(1 + ζ)NB
NB!
, (2.54)
gdje smo koristili Pochammerove zagrade na negativnim brojevima da bi NB izvukli
u indeks Pochammerove zagrade. Posˇto smo to ucˇinili dva puta za isti Pochammerov
indeks, to nam je dopusˇteno. Ovako formirana suma je definicija hipergeometrijske
funkcije 2F1,
2F1 =
a b
c
; z
 = +∞∑
n=0
(a)n(b)n
(c)n
zn
n! (2.55)
U zavrsˇnici, treba primjetiti da ako Pon = 1, svih c´e NB liganada biti vezano pa to
reducira unutarnju sumu na samo jedan cˇlan:
NB∑
n=0
(
NB
n
)
exp
(
−nEb
kBT
)
→
(
NB
NB
)
exp
(
−NBEb
kBT
)
==
(
exp
(
− Eb
kBT
))NB
= ζNB ,
(2.56)
Pa mozˇemo pisati:
Z = Ng!
NR!NL!(Ng −NR −NL)! 2F1
 −NL −NR
Ng −NR −NL + 1
; 1− δPon,1 +
Pon
Poff
 . (2.57)
U slucˇaju NL +NR > Ng dobivamo slicˇnim postupkom:
Z =
(
1− δPon,1 + PonPoff
)NR+NL−Ng
Ng!
(NR +NL −Ng)!(Ng −NL)!(Ng −NR)!2
F1
NL −Ng NR −Ng
NR +NL −Ng + 1
; 1− δPon,1 +
Pon
Poff
 .
(2.58)
Kako bismo izracˇunali 〈cB〉 = 〈NB〉 /Ng racˇunamo:
〈NB〉 = 1
Z
min(NL,NR)∑
NB=min(NB)
(
Ng
NR
)(
Ng −NR
NL −NB
)(
NR
NB
)
NB∑
n=0
(
NB
n
)
n exp
(
−nEb
kBT
)
= ζ ddζ ln(Z).
(2.59)
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Za derivaciju hipergeometrijske funkcije imamo [42]:
d
dz 2F1
a b
c
; z
 = ab
c
2F1
a+ 1 b+ 1
c+ 1
; z
 (2.60)
Odatle za slucˇaj NL +NR > Ng direktno imamo:
〈NB〉 =ζ(NR +NL −Ng)1− δPon,1 + ζ
+ ζ(NL −Ng)(NR −Ng)(1 +NR +NL −Ng) ·
·
2F1
NL −Ng + 1 NR −Ng + 1
NR +NL −Ng + 2
; 1− δPon,1 + ζ

2F1
NL −Ng NR −Ng
NR +NL −Ng + 1
; 1− δPon,1 + ζ

(2.61)
i za slucˇaj NL +NR ≤ Ng:
〈NB〉 = ζNLNR(1 +Ng −NL −NR)
2F1
 1−NL 1−NR
Ng −NR −NL + 2
; 1− δPon,1 + ζ

2F1
 −NL −NR
Ng −NR −NL + 1
; 1− δPon,1 + ζ

. (2.62)
Izracˇunavsˇi 〈NB〉 odnosno 〈cB〉 = 〈NB〉/Ng, u izrazu (2.19) viˇse nemamo nepozna-
nica, a efektivni difuzijski koeficijent je dan kao funkcija osnovnih parametara sustava,
NL, NR, Pon, Poff , D0 i Ng. Isti ti parametri su i izravni parametri simulacija s kojima
c´emo usporediti izvedene relacije za 〈cB〉 i Deff .
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3 Simulacije i obrada rezultata
3.1 Simulacije
U simulaciji su membrane prikazane dvjema kvadratnim resˇetkama dimenzija Ng =
256×256 po cˇijih Ng cˇvorova se mogu gibati cˇestice preskacˇuc´i od jednog do susjednog
cˇvora ako je cˇvor slobodan, tako da se po gornjoj gibaju ligandi, a po donjoj recep-
tori. Resˇetke su medusobno poravnate. Koncentracija liganada odnosno receptora na
resˇetci oznacˇena je sa cL = NL/Ng odnosno cR = NR/Ng, gdje su NL i NR ukupni
brojevi liganada odnosno receptora u sustavu. Svaki tip cˇestice ima svoju intrinzicˇnu
pokretljivost danu slobodnim difuzijskim koeficijentom DL0 odnosno DR0 . Stvaranje
kompleksa ligand–receptor ako se ligand i receptor nadu na istom cˇvoru resˇetke dogada
se s vjerojatnosˇc´u Pon u svakom koraku simulacije, dok raspad veze ima vjerojatnost
Poff . Sa NB je oznacˇen broj vezanih stanja i sa 〈cB〉 prosjecˇna koncentracija vezanih
stanja u resˇetci, 〈cB〉 = NB/Ng.
Simulacije su postavljene s periodicˇkim rubnim uvijetima: ako cˇestica oddifundira
preko jednog od rubova resˇetke, izic´i c´e na drugom suprotnom rubu resˇetke. Cˇestice
su na pocˇetku simulacije postavljene u cˇvorove resˇetke slucˇajnim odabirom. To vrijedi
i za ligande i za receptore. Situacija se na resˇetki obnavlja u koracima koji odgovaraju
fiksnom vremenskom intervalu τ .
Cˇesticama je dozvoljeno gibanje u smjerovima lijevo, desno, gore i dolje. U svakom
koraku svaka cˇestica ulazi u proces odabira skoka. Skok na vec´ zauzeto mjesto nije
dozvoljen i ako slucˇajno za cˇesticu bude odabran skok upravo u smjeru u kojem je
zauzeto mjesto, cˇestica ostaje na svome mjestu. Skok u svim smjerovima je a priori
jednako vjerojatan i osim u spomenutom slucˇaju da je skok sprijecˇen prisutnosˇc´u druge
cˇestice, cˇestica c´e sigurno ucˇiniti skok.
U slucˇaju da cˇestica doskocˇi na cˇvor koji je tocˇno iznad cˇvora druge (donje) resˇetke
na kojoj je receptor, postavlja se pitanje hoc´e li cˇestica biti vezana ili ne. Zato se u
sustavu definiraju dvije konstante (tj. vjerojatnosti), Pon i Poff — vjerojatnosti da se
cˇestica vezˇe ako je nevezana odnosno odvezˇe ako je vezana.
Bitno je spomenuti da se u svakom vremenskom koraku sve cˇestice, i receptori i
ligandi, stavljaju u listu koja se perturbira i potom se redom za svaku cˇesticu, ovisno
o njenoj situaciji, donose odluke. Algoritam je shematski prikazan na slici 3.1. Ako je
cˇestica nevezani ligand, algoritam je odabrati smjer skoka, potom vidjeti je li taj skok
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Slika 3.1: Shematski prikaz simulacije i obrade rezultata. Simulacije su vrsˇene u tri
serije kojim smo ispitivali razlicˇite dijelove parametarskog prostora. Prva serija je
ukljucˇivala ovisnost Deff o koncentracijama liganada i receptora u resˇetci cL, cR, druga
serija ovisnost Deff o energiji vezanja Eb = kBT ln (Pon/Poff) i trec´a ovisnost Deff o
relativnoj intrinzicˇnoj pokretljivosti liganada i receptora, DL0 /DR0 .
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moguc´; ako je, skocˇiti, a ako nije, ostati na mjestu i prijec´i na odluke sljedec´e cˇestice.
Nakon skokova treba vidjeti je li na mjestu na kojem je ligand prisutan i receptor; ako
jest, odrediti hoc´e li doc´i do vezivanja te prijec´i na odluke o vezivanju sljedec´e cˇestice.
U simulaciji su nasumicˇni procesi implementirani odabirom nasumicˇnog broja r ∈
〈0, 1〉. Ako je potrebno odlucˇiti o skoku, onda ako je 0 < r 6 0.25 cˇestica skacˇe udesno,
ako je 0.25 < r 6 0.5 cˇestica skacˇe ulijevo itd. Ako je potrebno odlucˇiti o vezivanju
odnosno odvezivanju, ako je 0 < r 6 Pon, doc´i c´e do vezivanja, inacˇe ne. Slicˇno je i za
odvezivanje.
Simulacija je povezana sa stvarnim parametrima fizicˇkog sustava pomoc´u jednadzˇbe
a20 = 4D0τ , gdje je τ vrijeme jednog simulacijskog koraka, D0 = 1 µm2 s−1 je intrinzicˇni
difuzijski koeficijent na resˇetki bez drugih liganada i receptora, gdje je 1 µm2 s−1 tipicˇna
vrijednost difuzijskog koeficijenta u razrijedenim biolosˇkim sustavima [43], a a0 = 1 nm,
sˇto je tipicˇni razmak izmedu dviju molekula fosfolipida. Iz toga se lako izracˇuna da je
τ = 0.25 µs.
Sve simulacije su vrsˇene na resˇetci velicˇine 256×256 jer je pokazano da je to dovoljno
velika resˇetka da se dobije stabilna statistika u cˇitavome parametarskom prostoru. Sta-
bilna statistika se u nekim djelovima parametarskog prostora pocˇinje pojavljivati vec´
za Ng ≥ 120 × 120. Simulacija se odvijala u 4 · 106 koraka kako bi ukupno simulacij-
sko vrijeme bilo 1 s. Do ekvilibriranja statisticˇkih velicˇina bi dolazilo unutar nekoliko
milisekundi.
Simulacije su vrsˇene u tri serije u kojima smo ispitivali razlicˇite dijelove parame-
tarskog prostora. Prvo nas je zanimalo kako efektivni difuzijski koeficijenti ovise o po-
kretljivosti receptora, tj. o intrinzicˇnom slobodnom difuzijskom koeficijentu receptorske
vrste. Za fiksne Pon = 0.1 i Poff = 0.001 i sˇest razlicˇitih koncentracija {cL = 20%, cR =
30%}; {cL = 30%, cR = 20%}; {cL = 50%, cR = 60%}; {cL = 60%, cR = 50%};
{cL = 70%, cR = 80%} i {cL = 80%, cR = 70%} mjenjali smo omjere DR0 /DL0 od 10−4
do 104.
Drugo nas je zanimalo kako difuzija ovisi o energiji vezanja koja je definirana preko
vjerojatnosti stvaranja para ligand/receptor Pon i vjerojatnosti raspada tog para Poff .
Za konstantne koncentracije cL = 30% i cR = 20% i standardni odabir slobodnih
difuzijskih koeficijenata mijenjali smo Pon/Poff od 0.001 do 1000.
U zadnjoj seriji simulacija smo mjenjali koncentracije liganada odnosno receptora
na resˇetci. Mijenjali smo cL u koracima po 5% od 5% do 95% i cR u koracima po 10% od
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0% do 100%. Pritom smo fiksirali Pon = 0.1 i Poff = 0.001, a postavili D0 = 1 µm2 s−1.
Algoritam koriˇsten za simulacije mozˇe direktno simulirati samo situacije kada se
receptori gibaju ”sporije“ od liganada, tj. kada je omjer
(
DR0 /D
L
0
)−1
prirodan broj.
Algoritam uzima u obzir manju intrinzicˇnu pokretljivost receptora u odnosu na ligande
tako da je karakteristicˇno vrijeme receptorske dinamike — koje se u ovom algoritmu
vodi kao trajanje jednog simulacijskog koraka — bilo viˇsekratnik karakteristicˇnog vre-
mena ligandne dinamike. U tome slucˇaju sve dok ne bi dosˇao k-ti korak perturbacije
liganada receptori bi mirovali i biljezˇile bi se njihove nepromjenjene pozicije u simula-
cijskom ispisu. Simulacije koje su zahtjevale da DR0 /DL0 > 1, tj. da se receptori gibaju
brzˇe od liganada vrsˇili smo indirektno. Umjesto da pratimo gibanje liganada, pratili bi
gibanje receptora cˇiju smo koncentraciju odabrali tako da bude zˇeljena koncentracija
liganada, a koncentraciju liganada bismo postavili na zˇeljenu koncentraciju receptora.
3.2 Obrada rezultata
Ono sˇto je biljezˇeno iz svake simulacije za odredeni niz parametara {cL, cR, Pon, Poff ,
DL0 , D
R
0 } je polozˇaj svakog liganda kroz sve korake i njegovo stanje -— vezano ili ne-
vezano. Kasnije su ti podatci sustavno analizirani da bi se dobili NB (t) i MSD (t).
MSD je dobiven sumirajuc´i i uposjecˇavajuc´i po ansamblu kvadrirane udaljenosti svih
sˇetacˇa od njihovih pocˇetnih pozicija za svaki pojedini trenutak. Iz toga je linearnom
regresijom dobiven efektivni difuzijski koeficijent Deff . Medurezultati dobiveni u jednoj
reprezentativnoj simulaciji su prikazani na slici 3.2.
Za svaku simulaciju je provjeravano je li sustav u termodinamicˇkoj ravnotezˇi tako
da je racˇunalno pregledavano dostizˇe li se plato kao na slici 3.2(a). To znacˇi da je
sustav razvio i odrzˇava svoju prosjecˇnu koncentraciju vezanih stanja, sˇto je jedna od
staticˇkih termodinamicˇkih velicˇina.
Simulacije su pokretane i rezultati sakupljani pomoc´u bash-skripti koje su pokre-
tale Python-skripte. Sam simulacijski koˆd je pisan u C++-u u stilu OOP-a (Objektno
orjentirano programiranje), te je pozivan iz Python-skripti. .txt datoteke s konacˇnim
vrijednostima prosjecˇnih koncentracija vezanih stanja i efektivnim difuzijskim koefici-
jentima potom su obradivani u Mathematici [44]. Mathematica je koriˇstena i za prikaz
nekih teorijskih grafova i kasniju analizu.
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(a) Koncentracija vezanih stanja u resˇetci,
〈cB〉.
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Slika 3.2: Graficˇki prikazi medurezultata dobivenih iz simuliranih trajektorija. Obe
koordinatne osi grafa (b) su logaritamski skalirane. Na grafu (b) povucˇena je intrapo-
lacija cˇiji nagib odgovara resklaliranom efektivnom difuzijskom koeficijentu. Parametri
simulacije: Ng = 256 × 256, DR0 = DL0 = 1 µm2 s−1, Pon = 0.1, Poff = 0.001, cL =
35%, cR = 20%, τ = 1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka
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4 Rezultati i rasprava
Iz tri serije simulacija koje smo pokretali za razlicˇite parametre u konacˇnici smo biljezˇili
broj vezanih stanja i efektivni difuzijski koeficijent. U ovome poglavlju prikazati c´emo
rezultate simulacija i usporediti ih s teorijskim predvidanjima iz poglavlja 2. Prvo c´emo
proucˇiti je li izraz (2.61) za 〈cB〉 u skladu s rezultatima simulacija i kako se 〈cB〉 ponasˇa
za razlicˇite koncentracije liganada i receptora u membrani. Potom c´emo proucˇiti kako
intrinzicˇna pokretljivost i energija vezanja utjecˇu na efektivni difuzijski koeficijent i
naposlijetku, kako efektivni difuzijski koeficijent ovisi o svojim glavnim parametrima,
cL i cR.
Difuzijski koeficijent je bio biljezˇen za ligande i za receptore posebno, ali zbog
simetricˇnosti sustava na ulogu receptora i liganada bit c´e dovoljno analizirati rezultate
samo za difuzijski koeficijent liganada.
4.1 Ovisnost broja vezanih stanja o koncentracijama liganada i recep-
tora
Simulacije su pokretane za potpun raspon koncentracija liganada i receptora. U svim
simulacijama intrinzicˇna pokretljivost liganada i receptora je bila istovjetna D0 =
1 µm2 s−1, a omjer Pon/Poff = 100, takav da sustav preferira vezano stanje. Na slici 4.1
su pregledno prikazani rezultati simulacija za broj vezanih stanja izrazˇen kao udio u
ukupnom broju cˇvorova resˇetke Ng, kao udio u ukupnom broju liganada NL i kao udio
u ukupnom broju receptora NR.
Na konturnom grafu 4.1(a) za primjetiti je da je zrcalno simetricˇan oko identitete
sˇto je posljedica vec´ komentirane zamjenjivosti uloga liganada i receptora. Na slici
4.1(b) vidi se da za zadani cR postoji dio krivulje koji odgovara linearnom porastu
〈cB〉 ≈ cL dok je cL ≤ cR te dio krivulje u platou, 〈cB〉 ≈ cR, za cL > cR. Takvo
ponasˇanje je potpuno ocˇekivano, uzevsˇi u obzir da je vjerojatnost vezivanja 100 puta
vec´a od vjerojatnosti odvezivanja. Na slici 4.1(c) i 4.1(d) se isto to vidi iz perspektive
liganada, odnosno receptora. Za zadani cR, porastom cL, pada 〈NB〉/NL jer dolazi
do zasic´enja receptora. Sˇto je cR vec´i, do takvog zasic´enja dolazi za vec´e cL pa je
unutar vec´eg raspona cL stanje sustava takvo da je malo slobodnih liganada. Obratno,
za zadani cR, porastom cL dolazi do rasta 〈NB〉/NR jer svi receptori postaju postupno
okupirani. Taj efekt, istovremeno povec´anje broja slobodnih liganada i smanjenje broja
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Slika 4.1: Udjeli vezanih stanja (a) i (b): u ukupnom broju cˇvorova resˇetke; (c): u
ukupnom broju liganada; (d): u ukupnom broju receptora, u ovisnosti o razlicˇitim
koncentracijama cˇestica na resˇetki. Graf (a) zdruzˇeno prikazuje rezultate simulacija
na konturnom grafu. Graf (b) se mozˇe shvatiti kao niz rezova konturnog grafa uzduzˇ
x-osi. Strelice na grafovima (b), (c) i (d) pokazuju smjer porasta cR od 10% do 90%
u koracima od 10%. Simulacijski paramteri: DR0 = DL0 = 1 µm2 s−1, Pon = 0.1, Poff =
0.001, τ = 1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka.
slobodnih receptora na grafovima 4.1(c) i 4.1(d), ima suprotstavljen utjecaj na difuziju
liganada. Detaljnije o tome c´emo komentirati u raspravi o rezultatima za difuzijski
koeficijent liganada u potpoglavlju 4.4.
Na slici 4.2 je prikazano slaganje simulacija s modelom za 〈cB〉 (2.61). Vidi se
izvrsno slaganje simulacija i teorije za 〈cB〉.
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Slika 4.2: Usporedba simulacijskih rezultata i teorijske procjene udjela vezanih stanja
prema izrazu (2.61). Simulacijski rezultati su prikazni tocˇkama, a analiticˇka procjena
punim linijama.
4.2 Ovisnost difuzijskog koeficijenta o relativnoj pokretljivosti liga-
nada i receptora
Simulirali smo sˇest parova koncentracijskih rezˇima: {cL = 20%, cR = 30%}; {cL = 30%,
cR = 20%}; {cL = 50%, cR = 60%}; {cL = 60%, cR = 50%}; {cL = 70%, cR = 80%};
{cL = 80%, cR = 70%}. Rezultati simulacija su prikazani na slici 4.3. Na x-osi
je naveden omjer slobodnih difuzijskih koeficijentata DR0 /DL0 . Na y-osi je koriˇsten
normirani efektivni difuzijski koeficijent liganada. Rezˇim stacionarnih receptora kakav
se susrec´e u [1] mozˇe se poistovjetiti razultatima za DR0 /DL0  1 tj. s lijevom stranom
x-osi.
Na slici 4.3 vidi se da DLeff raste za svaki od analiziranih parova koncentracija: kada
su receptori u suviˇsku (lijevi grafovi na slici 4.3), kada su ligandi u suviˇsku (desni
grafovi na slici 4.3), kada su obje resˇetke rijetko populirane (gornji grafovi na slici 4.3)
ili kada su obje resˇetke gusto populirane (donji grafovi na slici 4.3). Porast DLeff se javlja
i u situaciji kad su receptori sporiji od liganada (DR0 /DL0 < 1) ali je posebno zamjetan
kada su brzˇi(DR0 /DL0 < 1). Ocjena efektivnog difuzijskog koeficijenta izrazom (2.19)
drzˇi u nisko populiranim resˇetkama (graf (a) i (b)) za DR0 /DL0 < 1. U ostalim grafovima
procjena efektivnog difuzijskog koeficijenta izrazom (2.19) predstavlja precjenjenje za
DR0 /D
L
0 < 1 i podcjenjenje za DR0 /DL0 > 1.
Do promjene difuzijskih koeficijenata vjerojatno dolazi zbog smanjene efektivne vje-
rojatnosti da se ligand i receptor nadu ili, vjerojatnije, zbog vec´e efektivne vjerojatnosti
da se uspjesˇno razidu nakon sˇto su se odvezali. Promjena efektivnih vjerojatnosti P effoff
i P effon dovodi do duzˇeg vremena 〈τon〉 i krac´eg vremena 〈τoff〉, posljedica cˇega bi bila
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Slika 4.3: Rezultati simulacija za razlicˇite intrinzicˇne pokretljivosti receptora u od-
nosu na pokretljivost liganada, DR0 /DL0 . Simulacije su pokrenute za sˇest razlicˇitih
parova koncentracija liganada i receptora, kako je naznacˇeno ispod pojedinacˇnih gra-
fova. Svaka tocˇka je dobivena linearnom regresijom MSD(t) na pravac i gresˇka u
tome smislu je manja od promjera simbola. Simulacije nisu sustavno ponavljane za
iste parametre. Pune linije predstavljaju analiticˇku procjenu efektivnog difuzijskog ko-
eficijenta pomoc´u izraza (2.19). Simulacijski paramteri: Pon = 0.1, Poff = 0.001, τ =
1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka
38
povec´anje efektivnog difuzijskog koeficijenta. Takva modifikacija efektivnih vjerojat-
nosti ne utjecˇe na udio vezanih stanja jer on ovisi o lnPon/Poff ∝ Eb, tj. o intrinzicˇnim
vjerojatnostima vezivanja/odvezivanja.
4.3 Ovisnost difuzijskog koeficijenta o energiji vezanja liganada i re-
ceptora
U ovom potpoglavlju proucˇit c´emo kako dobro nasˇi modeli opisuju simulacije za razlicˇite
energije vezanja Eb. Takoder nas zanima je li za efektivni difuzijski koeficijent bitna
samo energija vezanja Eb = kBT ln(Pon/Poff), ili su bitne i zasebne vjerojatnosti Poff
i Pon. Za odabrani rezˇim cL = 30% i cR = 20% pokrenuli smo simulacije za razlicˇite
vrijednosti omjera Pon/Poff . Za neke omjere birali smo razlicˇite parove vjerojatnosti
Pon i Poff . Rezultati su prikazani na slici 4.4.
Na slici 4.4(a) vidi se izvrsno slaganje teorije i simulacija. Simulacije koje su pokre-
tane za isti Eb, ali razlicˇite parove Pon i Poff su dale vrlo slicˇne rezultate, sˇto demonstrira
poznatu cˇinjenicu da staticˇka termodinamicˇka velicˇina poput 〈cB〉 ovisi samo o Eb. S
porastom energije vezanja udio vezanih stanja se priblizˇava teorijskom maksimumu, u
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Slika 4.4: Rezultati simulacija i slaganje s teorijskom procjenom (a) za udio veza-
nih stanja u razlicˇitim populacijama te (b) za efektivni difuzijski koeficijent. Simu-
lacijski rezultati su prikazani tocˇkama, analiticˇke procjene punom linijom. Za neke
omjere Pon/Poff simulacije su pokretane za razlicˇite kombinacije Pon i Poff koji od-
govaraju istoj energiji vezanja. Na grafu (b) standardno predvidanje dano izrazom
(2.19) dano je punom linijom. Iscrtkana linija se odnosi na procjenu danu izrazom
Deff = D∗cr (cL) (1− 〈cB〉/cL), (2.9). Vodoravne iscrtkane linije predstavljaju pogresˇku
za Dcr(cL) izracˇunatu prema slici 2.1(b), preuzetoj iz [1]. Simulacijski paramteri:
2DR0 = DL0 = 1 µm2 s−1, cL = 30%, cR = 20%, τ = 1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka.
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ovom slucˇaju 〈cB〉max = 20%. Za negativne energije vezanja (Pon/Poff < 1) gotovo da
nema vezanih stanja.
Na slici 4.4(b) prikazani su simulacijski rezultati za efektivni difuzijski koeficijent
i slaganje teorijskog modela sa simulacijama. Iz simulacija vidimo da efektivni difu-
zijski koeficijenti padaju s porastom Eb, sˇto je posljedica jacˇanja efekta uhvata: ili se
ligandi cˇesˇc´e vezˇu za receptor ili manje cˇesto odvezuju s receptora. Za negativne ener-
gije vezanja efektivni difuzijski koeficijent receptora je vec´i od efektivnog difuzijskog
koeficijenta liganada zbog toga sˇto receptora ima 10% manje pa je efekt guzˇve manje
izrazˇen. Za visoke energije vezanja situacija je obrnuta: efektivni difuzijski koeficijent
receptora je manji od efektivnog difuzijskog receptora za ligande. Uzrok tome je sˇto
je vec´ina receptora tada vezana i nepokretna, a liganda koji su slobodni i doprinose
MSD-u ima 10%Ng .
Teorijski modeli dani izrazima (2.19) (pune linije na slici 4.4) i (2.9) (iscrtkane linije
na slici 4.4) relativno dobro predvidaju trendove, ali treba primijetiti da je ova serija
simulacija izvedena samo za jedan par koncentracija (cL, cR) koji je u rezˇimu kada
teorijski modeli dobro opisuju sustav kako c´e biti prikazano kasnije u potpoglavlju
4.4. Izraz (2.19) (puna linija) pokazuje izvrsno slaganje za pozitivne Eb i podcjenjuje
efektivni difuzijski koeficijent za negativne Eb. Izraz (2.9) (iscrtkana linija) pokazuje
losˇije slaganje sa simulacijama za pozitivne Eb, posebice za ligande. Za negativne Eb,
slaganje je jednako losˇe kao s izrazom (2.19). Oba teorijska modela u rezˇimu negativnih
Eb se svode na Dcr, tako da neslaganje u tome rezˇimu tocˇno odgovara i iznosom i smje-
rom ranije komentiranoj gresˇki izraza (2.7) za Dcr (slika 2.1). Precjenjenje efektivnog
difuzijskog koeficijenta izrazom (2.9) za pozitivne Eb, specificˇno za lignade, vjerojatno
je rezultat toga sˇto model ne uracˇunava izmjenu vezanih i nevezanih stanja, tj. pret-
postavlja da jedan specificirani dio populacije miruje, a drugi doprinosi difuziji. To c´e
biti detaljnije komentirano u potpoglavlju 4.4.
Simulacije koje smo pokretali za istu Eb, ali razlicˇite kombinacije vjerojatnosti Poff i
Pon, ne pokazuju znacˇajne razlike. Vjerojatno je da efektivni difuzijski koeficijent ovisi
samo o energiji vezanja Eb, tj. o omjeru Poff/Pon, a ne o specificˇnim vrijednostima Pon
i Poff .
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4.4 Ovisnost efektivnog difuzijskog koeficijenta o koncentracijama li-
ganada i receptora
Glavno pitanje ovog diplomskog rada je kako razlicˇite koncentracije receptora i liganada
na membrani utjecˇu na reskaliranje efektivnog difuzijskog koeficijenta i da li cˇinjenica
da su receptori mobilni, sˇto je razlika u odnosu na [1], ima utjecaja.
4.4.1 Prikaz rezultata simulacija
Na slici 4.5 s konturnim grafovima su prikazani efektivni difuzijski koeficijenti (a)
liganada i (b) receptora. Opet se mozˇe primjetiti da su to uz zamjenu L ↔ R u biti
dva potpuno ista grafa. Na grafovima se vidi svijetlije podrucˇje koje odgovara lokalnom
maksimumu difuzijskog koeficijenta koji se jasno vidi u linijskim grafovima na slici 4.6.
Linijski grafovi na slici 4.6 prikazuju rezultate simulacija za efektivni difuzijski
koeficijent liganada, DLeff na dva nacˇina: pratec´i porast cL za zadani cR ((a) i (b)) i
obratno, pratec´i porast cR za zadani cL ((c) i (d)). Vrijednosti na ordinati su uvijek
manje od 1 µm2 s−1 = D0, tako da je difuzijski koeficijent liganada u svakom slucˇaju
reduciran u odnosu na slobodni difuzijski koeficijent.
Efektivni difuzijski koeficijent pokazuje neocˇekivani trend pri porastu cL (slike
4.6(a) i 4.6(b)) za koncentracije cR od 10% do 50%: efektivni difuzijski koeficijent
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Slika 4.5: Simulacijom dobiveni efektivni difuzijski koeficijenti Deff za razlicˇite kon-
centracije liganada i receptora na resˇetci. Graf (a) daje rezultate za difuzijski ko-
eficijent liganada, a graf (b) za difuzijski koeficijent receptora. Za primjetiti je
da su grafovi identicˇni ako se uloge x-osi i y-osi zamjene. Simulacijski paramteri:
DR0 = DL0 = 1 µm2 s−1, Pon = 0.1, Poff = 0.001, τ = 1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka.
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Slika 4.6: Simulirani efektivni difuzijski koeficijent liganda Deff,L u ovisnosti o kon-
centracijama liganada, cL, i receptora, cR, u resˇetci. Simulacijski rezultati su za-
pravo poblizˇe prikazani rezultati sa slike 4.5(a), gdje na grafovima (a) i (b) imamo
rezove uzduzˇ x-osi, a na grafovima (c) i (d) uzduzˇ y-osi. Graf (b) je uvec´anje
grafa (a) po y-osi. Strelice na oba grafa su pokazuju porast cR od 0% do 90%
u koracima od 10%. Na grafu (c) prikazane su ovisnosti za cL od 5% do 50%, a
na grafu (d) za cL od 55% do 95%, u koracima od 5%. Simulacijski paramteri:
DR0 = DL0 = 1 µm2 s−1, Pon = 0.1, Poff = 0.001, τ = 1× 10−6 s, N = 4 · 106 koraka.
raste s porastom koncentracije liganada, sˇto je protivno ocˇekivanju da c´e zbog efekta
guzˇve pri vec´oj koncentraciji efektivni difuzijski koeficijent biti manji. Taj efekt je
izrazˇeniji za manje koncentracije receptora i protezˇe se dok je cL < cR. Nakon toga
efektivni difuzijski koeficijent pocˇne padati i kolektivno tezˇi u nulu, kako je i ocˇekivano.
Na slici 4.6(c) i 4.6(d) vidi se da efektivni difuzijski koeficijent liganada za fiksni
cL uniformno pada s porastom cR. To je sasvim ocˇekivano ponasˇanje jer vec´i broj
receptora daje viˇse prilika za vezivanje i smanjuje
√
〈l2eff〉, kakva god bila koncentracija
liganada. Strmina tog spusta govori na drugi nacˇin o ranije komentiranom lokalnom
maksimumu: na slici 4.6(c) vidi se da je za manje cL spust strmiji nego za vec´e cL te
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se to ocˇituje kao krizˇanje trendova. Drugim rijecˇima recˇeno, dolazi do tog da za neki
manji cL imamo manji efektivni difuzijski koeficijent nego za neki vec´i cL za fiksni cR.
To je upravo reformulirana izjava da porastom cL raste efektivni difuzijski koeficijent.
Pojavu lokalnog maksimuma u grafu Deff (cL) mozˇe se objasniti suprotstavljenim
efektima koje ima porast cL na difuziju liganada. S jedne strane porastom cL pojacˇava
se efekt guzˇve i to otezˇava difuziju liganada. Efekt guzˇve ovisi o ukupnoj koncentraciji
liganada cL cˇijim porastom pada Dcr. S druge strane zbog fiksnog broja receptora,
cR ·Ng, povec´avanjem cL postepeno se smanjuje broj slobodnih, nevezanih receptora i
smanjuje se efekt uhvata. Smanjen broj slobodnih receptora dovodi do porasta
√
〈l2eff〉.
Ligandi stoga dulje vremena provode nevezani i to povec´ava efektivni difuzijski koefi-
cijent. Lokalni maksimum se pojavljuje u podrucˇju gdje cL . cR, gdje je porast
√
〈l2eff〉
izrazˇen (slika 2.2) te cˇestice provode viˇse vremena u Brownovu gibanju po membrani,
sˇto rezultira povec´anjem efektivnog difuzijskog vremena 〈τoff〉 i povec´anjem efektivnog
difuzijskog koeficijenta.
Alternativno, na pojavu lokalnog maksimuma mozˇemo gledati iz perspektive liga-
nada: argument da je povec´anjem koncentracije liganada manje slobodnih receptora
ekvivalentan je argumentu da je povec´anjem koncentracije liganada povec´an broj slo-
bodnih liganada (slika 4.1(c)) koji sad viˇse doprinose povec´anju kolektivnog MSD(t)
sustava. Taj doprinos svakako ovisi o tome koliko su oni pokretljivi, tj. o Dcr (cL) — o
efektu guzˇve. Ti dopinosi su suprotstavljeni, pa o njihovim iznosima, koji su razlicˇiti
za razlicˇite cL, ovisi konacˇno ponasˇanje efektivnog difuzijskog koeficijenta.
Naglasˇenost lokalnih maksimuma progresivno pada s porastom cR. Za vec´e kon-
centracije cR smanjenje efekta uhvata vjerojatno manje povec´ava efektivni difuzijski
koeficijent nego sˇto ga efekt guzˇve smanjuje. To bi moglo biti posljedica toga sˇto iako
se smanji broj slobodnih receptora i dalje ih je mnogo u sustavu. Da bi dosˇlo do efekta
znacˇajnog produzˇenja
√
〈l2eff〉 treba biti mnogo liganada u sustava, a tada je efekt guzˇve
puno viˇse izrazˇen.
4.4.2 Usporedba s teorijskim modelima
U diplomskom radu naveli smo nekoliko modela za efektivni difuzijski koeficijent. Pre-
gledno su popisani u tablici 4.1.
Na slici 4.7 je prikazano slaganje simulacija s modelom za Deff (2.19). Na slikama
4.7(a) i 4.7(b) slaganje za Deff je samo djelomicˇno. Slaganje teorije i simulacija za izraz
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Tablica 4.1: Prikaz svih koriˇstenih izraza za modeliranje Deff . U stupcu Reference
oznaka E se odnosi na jednadzˇbe, F na slike i L na literaturu.
Deff Izraz Komentar Reference
1. D∗eff Dcr (cL)
(
1− 〈cB〉cL
)
Ne uzima u obzir izmjenu
vezanih i nevezanih sta-
nja.
E(2.9),
F4.8(a),
F4.4(b)
2. D∗∗eff Dcr
(
cL−〈cB〉
1−〈cB〉
) (
1− 〈cB〉cL
)
Korekcija za izuzeti volu-
men. Losˇe slaganje sa si-
mulacijama.
E(2.11)
3. D†eff Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR−〈cB〉)Poff〈cB〉
)−1
Drugacˇije definiran koff u
master jednadzˇbi (2.25).
Losˇe slaganje sa simulaci-
jama.
E(2.42)
4. Deff Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR−〈cB〉)Poffp(cL)
)−1
Najcˇesˇc´e koriˇsten i komen-
tiran izraz. Ne prepoznaje
pokretljivost receptora.
E(2.19),
F??(b)(c),
F4.8(b),
F4.4(b),
F4.3,
F2.2(d),
L [1]
5. D′eff Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR−〈cB〉)
Poffp2(cL)
)−1
Prva korekcija u vremenu
τon.
E(2.22),
F4.8(c),
F2.2(d)
6. D′′eff Dcr(cL)
(
1 + Pon(cR−〈cB〉)
Poff(2p2(cL)−p3(cL))
)−1
Druga korekcija u vre-
menu τon, specificˇnija za
visoko populirane resˇetke.
E(2.23),
F4.8(d),
F2.2(d)
(2.19) se detaljno vidi i na slici 4.8(b). Mozˇe se primjetiti:
• Slaganje je bolje za male cL ≤ 20%, neovisno o iznosu cR. To slaganje ide i preko
cL = 20% za vec´e cR.
• Za male cR ≤ 30% slaganje je relativno dobro za svaki cL.
• Za sve cR teorijski opis pokazuje postojanje lokalnih maksimuma, sˇto je u slaganju
sa simulacijama za cR ≤ 50%.
Prema tome mozˇemo razlikovati rezˇim gdje je cL vrlo malen i kojeg karakterizira da
je vec´ina liganada u vezanom stanju, a preostali ligandi dozˇivljavaju mali efekt guzˇve.
Za taj rezˇim mozˇemo razviti limes izraza (2.19):
lim
cL→0
Deff = lim
cL→0
Dcr (cL)
(
1 + Pon
Pon
cR − 〈cB〉
p (cL)
)−1
= D0
(
1 + Pon
Poff
cR
)−1
, (4.1)
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Slika 4.7: Usporedba simulacijskih rezultata i teorijske procjene efektivnih difuzijskih
koeficijenata prema izrazu (2.19). Graf (b) je uvec´anje grafa (a) po y-osi, s legendom
identicˇnom grafu (a). Simulacijski rezultati su prikazni tocˇkama, a analiticˇka procjena
punim linijama. Crvene tocˇke na grafu (a) i (b) predstavljaju simulaciju slobodne
difuzije liganada.
≈ D0
(
Pon
Poff
cR
)−1
(4.2)
Dcr (cL) ≈ D0 1− cL1 + 34cL
≈ D0 (1− cL)
(
1− 34cL
)
≈ D0
(
1− 74cL
)
, (4.3)
Deff (cL) ≈ D0
[(
1 + 74cL
)(
1 + Pon
Poff
cR +
Pon
Poff
(7
4cR − 1
)
cL)
)]−1
, (4.4)
gdje aproksimacija (4.2) vrijedi za Pon/Poff  1, a aproksimacije (4.3) i (4.4) za cL  1.
Aproksimacije se izvrsno slazˇu sa simulacijama pa mozˇemo zakljucˇiti da model dobro
objasˇnjava difuziju u tome rezˇimu.
Ako usporedimo limes efektivnog difuzijskog koeficijenta kada cL → 0 (4.1) sa stan-
dardnom definicijom efektivnog difuzijskog koeficijenta: 〈l2eff〉 = 4Deffτ = 4Deff (τon + τoff)
dobivamo:
τon
τoff
= PoncR
Poff
(4.5)
odakle mozˇemo zakljucˇiti da je prema modelu (a i simulacijama) prosjecˇno efektivno
trajanje boravka liganda na receptoru proporcionalno vjerojatnosti vezivanja i broju
veznih mjesta, tj. koncentraciji receptora, koji su svi slobodni u ovome rezˇimu. S druge
strane, prosjecˇno trajanje slobodne difuzije proporcionalno je vjerojatnosti odveziva-
nja: sˇto je vec´a vjerojatnost da se ligand odvezˇe to c´e viˇse vremena provesti u slobodnoj
difuziji po membrani. U spomenutom rezˇimu, susret sa svakim receptorom je poten-
cijalno mjesto vezivanja, a svako odvezivanje je ravnopravno sˇto znacˇi da ne trebamo
uvoditi korektivne faktore poput p(cL) zbog efekta guzˇve.
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Spomenut je josˇ jedan rezˇim u kojem dolazi do slaganja simulacija i teorijskog
modela: rezˇim kada cR ≈ 0. U tome rezˇimu receptora ima u svakom slucˇaju malo i
vec´ina je vezana za ligande. Ligandi su vec´inom slobodni i dostupna im je cijela resˇetka
za difuziju. Model u tome rezˇimu daje Deff → Dcr tako d dobro slaganje simulacija i
modela u ovome rezˇimu je do male gresˇke modela za Dcr (2.7).
Radi laksˇeg proucˇavanja rezˇima u kojemu izraz (2.19) ne daje slaganje sa simu-
lacijama i testiranja nekih drugih izraza za efektivni difuzijski koeficijent navedenih
u tablici 4.1, na slici 4.8 su prikazane relativne gresˇke razlicˇitih teorija u odnosu na
simulacije, definirane kao
R (Deff,th, Deff,sim) =
Deff,th −Deff,sim
Deff,sim
. (4.6)
Na slikama 4.8(a) i 4.8(b) vidi se da se simulacije dobro slazˇu s teorijom u opisana
dva rezˇima: za male cL i za male cR. Neslaganje pocˇinje u rezˇimu velikih cL & cR,
za velike koncentracije cR i pokazuje precjenjenje efektivnog difuzijskog koefijenta. U
tome rezˇimu imamo visoke koncentracije receptora i liganada i naglasˇene efekte guzˇve.
U model opisan izrazom D∗eff (2.9) nije ukljucˇen efekt izmjene populacija vezanih i
nevezanih liganada, tj. receptora. Prema tome ne cˇudi opazˇeno neslaganje i precjenjenje
simulacija teorijom. Taj model ne ukljucˇuje nijedne dogadaje koji dodatno opterec´uju
difuzijski sustav.
Sˇto se ticˇe modela vezanog za izraz Deff (2.19), visoke koncentracije cR i cL osi-
guravaju dugacˇke, modelom definirane,
√
〈l2eff〉 (2.13) i dugacˇka modelom definirana
efektivna vremena slobodne difuzije τoff (2.14). Neslaganje teorije i simulacija vjero-
jatno dolazi od toga sˇto se ligandi u sustvu ne ponasˇaju tako nego se tijekom slobodne
difuzije po membrani cˇesto vezˇu na neki modelom nepredvideni receptor koji u trenutku
procjene nije bio slobodan. Time je broj stacionarnih boravaka povec´an, vrijeme slo-
bodne difuzije skrac´eno i efektivni difuzijski koeficijent dodatno reduciran. Ti dodatni
efekti nisu ukljucˇeni u model opisan izrazom Deff (2.19).
Pokusˇali smo popraviti izraz (2.19) u komentiranom rezˇimu koncentracija cL i cR
uvodec´i popravak koji produzˇuje vrijeme boravka liganda na receptoru τon (2.18).
Predlozˇili smo izraze τ ′on (2.20) i τ ′′on (2.21). Na taj nacˇin izbacujemo one putanje
koje se nec´e ostvariti onako kako smo mi predvidjeli. Njihovo slaganje sa simulacijama
je prikazano na slikama 4.8(c) i 4.8(d). Slaganje je poboljˇsano u odnosu na izraz (2.19)
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Slika 4.8: Usporedba simulacijskih rezultata i razlicˇitih analiticˇkih procjena za efektivni
difuzijski koeficijent, kako su definirani u tablici 4.1. Na ordinati se nalazi relativna
gresˇka teorije u odnosu na simulacije R, definirana sa (4.6). U tekstu se uglavnom
koristi izraz za Deff koriˇsten na grafu (b), preuzet iz [1].
i pokazuje podcjenjenje efektivnog difuzijskog koeficijenta, ali i dalje imamo isti oblik
krivulje za relativnu gresˇku. To ukazuje da jednostavnim manipulacijama ne mozˇemo
kvalitativno poboljˇsati slaganje postojec´e teorije sa simulacijama.
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5 Zakljucˇak
Proucˇili smo difuziju cˇestica u membrani u posebnom postavu prikazanom na slici
1.2. Razlikovali smo dvije podvrste cˇestica, ligande i receptore, smjesˇtene na odvo-
jenim membranama koje pod odredenim uvjetima medudjeluju i stvaraju nepomicˇne
komplekse.
U poglavlju 2 smo primjetili da pri razmatranju efektivnih difuzijskih koeficijenata
moramo imati na umu cˇinjenicu da postoji stacionarna i mobilna populacija liganada
tj. receptora, da su one u stalnoj izmjeni (eng. overturn) i da postoji fluktuacija cB
oko prosjecˇne vrijednosti koncentracije veza 〈cB〉 (2.61). Difuziju mozˇemo koncepcijski
odvojiti na periode slobodne difuzije po membrani i periode boravka na receptorima.
Uveli smo velicˇinu
√
〈l2eff〉 (2.13) koja nam zajedno s Dcr (2.7) daje predvidanje tog
efektivnog perioda slobodne difuzije τoff (2.14) i oznaku τon za trajanje perioda efek-
tivnog boravka liganada na receptorima. Za efektivno vrijeme boravka liganada na
receptorima smo uveli nekoliko predvidanja, (2.18), (2.20) i (2.21). Prema tome, izve-
deno je nekoliko izraza za efektivni difuzijski koeficijent pregledno prikazanih u tablici
4.1.
Gibanje cˇestica smo simulirali racˇunalom i odatle izracˇunavali koncentraciju veza-
nih stanja i efektivni difuzijski koeficijent cˇestica. Mjenjali smo razlicˇite parametre
simulacije: intrinzicˇnu pokretljivost cˇestica (potpoglavlje 4.2), energiju vezanja cˇestica
(potpoglavlje 4.3), ukupne koncentracije cˇestica na resˇetkama (potpoglavlje 4.4). Izve-
den izraz za prosjecˇni broj vezanih cˇestica (2.61) se izvrsno slazˇe sa svim rezultatima
simulacija.
Efektivni difuzijski koeficent liganada raste s porastom intrinzicˇne pokretljivosti
receptora na susjednoj membrani. Nasˇa je pretpostavka da razlog tome lezˇi u cˇinjenici
da intrinzicˇna pokretljivost receptora smanjuje efektivno prosjecˇno vrijeme boravka
cˇestica liganada na receptorima i povec´ava efektivno vrijeme boravka cˇestice liganda
u slobodnoj difuziji. Detaljni izraz koji bi opisivao tu pojavu nismo trazˇili. Efektivni
difuzijski koeficijent pada s porastom energije vezanja. Za simulirane rezˇime, model
opisan izrazom (2.19) daje dobro slaganje s simulacijama.
Efektivni difuzijski koeficijent pokazuje slozˇeno ponasˇanje u ovisnosti o koncentra-
cijama cˇestica liganada i receptora. Efektivni difuzijski koeficijent liganada se smanjuje
porastom koncentracija receptora. Porast koncentracije liganada dovodi do blagog po-
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rasta efektivnog difuzijskog koeficijenta liganada i kasnije pada, sˇto predstavlja lokalni
maksimum efektivnog difuzijskog koeficijenta. Mnogi modeli uspjesˇno reproduciraju
trend ((2.19), (2.9), (2.22), (2.23)), ali dobro kvantitativno slaganje pokazuju samo za
manje koncentracije liganada ili receptora. Lokalni maksimum se nalazi u podrucˇju
dobrog slaganja simulacija s modelima, prvenstveno s modelom danim izrazom (2.19).
Prema tome taj model uspjesˇno objasˇnjava pojavu lokalnog maksimuma: vezivanjem
odredenog broja liganada za receptore efektivni broj receptora slobodnih za vezanje se
smanjuje, sˇto za preostale ligande olaksˇava difuziju i povec´ava difuzijski koeficijent.
Korisno je u razmatranju efektivne difuzije u ovisnosti o koncentracijama liganada
i receptora promotriti razlicˇite rezˇime u kojima razlicˇiti fenomeni doprinose vrijed-
nosti efektivnog difuzijskog koeficijenta tako sˇto mjenjaju trajanje efektivnih vremena:
〈τon〉 i 〈τoff〉. Na niskim koncentracijama liganada prihvatljiva je slika gdje ligand slo-
bodno difundira izmedu dva receptora na udaljenosti
√
〈l2eff〉 danom izrazom (2.13).
Na visokim koncentracijama liganada efekt guzˇve jako otezˇava realizaciju relativno (i
prostorno i vremenski) dugacˇkih putanja predvidenih izrazom (2.13), tako da dogadaji
inacˇe male vjerojatnosti imaju velik utjecaj na transport, tj. efektivni difuzijski koefi-
cijent. Ti dogadaji navedeni su u tocˇkama na stranici 19. Npr. dok se ligand giba
moguc´e je da dode do trenutnog odvezivanja nekog usputnog receptora koji posluzˇi za
novo nepredvideno pristaniˇste ligandu. Time se skrac´uje τoff i boravci postaju ucˇestaliji
— posljedicˇno difuzijski koeficijent je dodatno smanjen.
U konacˇnici, detaljno proucˇavanje difuzije u biolosˇkim membranama u ovisnosti o
razlicˇitim parametrima je od velikog istrazˇivacˇkog interesa zato jer se komunikacija
stanice i okoliˇsa zbiva preko membrane u procesima koji uvijek ukljucˇuju lateralnu
difuziju razlicˇitih cˇestica po membrani. Poznavanje detaljne fizike i kemije stanicˇne
difuzije omoguc´uje bolje razumijevanje biolosˇke svrhe i dosega svih procesa koji se
oslanjaju na takav transport.
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